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CAPITULO 1
INTRODUCCION

Definicién 1.1. Si una ecuacién contiene las derivadas o las diferenciales
de una o mas variables dependientes con respecto a una o mas variables
independientes, se dice que es una ecuacion diferencial (E.D.).

Si la ecuacién contiene derivadas ordinarias de una o mas variables depen-
dientes con respecto a una sola variable independiente entonces la ecuacién
se dice que es una ecuacion diferencial ordinaria (E.D.O.).

: dy —

Ejemplo 1. 322 +4y =5

Ejemplo 2. (2% — y)dz + 5 senydy =0

Ejemplo 3. UZ_Z + vg—; =x

Si la ecuacién contiene derivadas parciales de una o mas variables depen-

dientes con respecto a una o mas variables independientes, se dice que es una
ecuacién en derivadas parciales.

s ou __ v
Ejemplo 4. 5 = " os
Ejemplo 5. ggy =y—x

Definicién 1.2. (Orden). La derivada o la diferencial de mds alto orden
determina el orden de la E.D.
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2d%y

o2+ xj—z = Inz, es de orden 3.

Ejemplo 6. d$3 +x

Ejemplo 7. xdy — ydr = 0 = % = ¥ la cual es de orden 1.

Definicién 1.3 (E.D.O. lineal). Una E.D. es lineal si tiene la forma:

m m— 1
(@) Gk + an-1(2) Tt o+ (@) + ao(@)y = g(x)
Es decir, la variable dependiente y y todas sus derivadas tienen exponente

uno y cada coeficiente ag(x),a1(z), ..., a,(x), g(x), depende solo de z. Si no
se cumple lo anterior se dice que la E.D. no es lineal.

Ejemplo 8. x2d £+ COS.T s+ senx Y+ 2%y = € es lineal de orden 3.
Ejemplo 9. senx Y + 2y* = 0 no es lineal.

Ejemplo 10. 3?2 d;r 5+ y Y+ xy = x no es lineal.

Definicién 1.4. . Se dice que una funcion f con dominio en un intervalo I
es solucién a una E.D. en el intervalo I, si la funcion satistace la E.D. en el
intervalo I.

Ejemplo 11. x = yIn(cy) es solucién de y'(x +y) =y

En efecto, derivando implicitamente: 1 = % In(cy) + y@ &
d d
= % (In(cy) + 1), luego ¥ = m

Sustituyendo en la ecuacién diferencial:

yln(cy) +y _ y(n(ey) +1)
In(cy)+1  In(ey)+1

Y

luego y =y
por tanto x = yIn (cy) es solucién.




Una E.D. acompanada de unas condiciones iniciales se le llama un pro-
blema de valor inicial (P.V.I.). Con frecuencia es importante saber si un pro-
blema de valor inicial tiene solucién y también deseamos saber si esta soluciéon
es Unica, aunque no podamos conseguir explicitamente la solucién. El si-
guiente teorema nos responde las inquietudes que acabamos de plantear.Este
teorema lo enunciamos y demostramos con mas profundidad en el Apéndice
al final del texto.

Teorema 1.1. (Picard)

Sea R wuna regiéon rectangular en el plano XY definida por
a <z <b ¢<y <dque contiene al punto (xg,yo) en su interior.
Si f(x,y) y g—i son continuas en R, entonces existe un intervalo I con cen-

tro en xy y una tnica funcién y(z) definida en I que satistace el problema
de valor inicial y' = f(x,y), y(zo) = yo -

Ejemplo 12. Para la E.D. i = 22 + ¢, se tiene que f(z,y) = z* + y?
y g—i = 2y son continuas en todo el plano XY, por lo tanto por cualquier
punto (g, yo) del plano XY pasa una y solo una solucién de la E.D. anteri-
or. Es importante anotar que para esta E.D. es imposible hallar una solucién

explicita; sélo con métodos numéricos se puede hallar la solucion.
Ejercicio 1. Demostrar que y = ¢; cos 5z es solucion de y” + 25y = 0.

Ejercicio 2. Demostrar que y = e’ fox e dt + cre™™ es solucién de
Yy + 2zy = 1.

Ejercicio 3. Demostrar que y = x fox %ﬂt dt es solucion de
xy =y + rsenz.

Ejercicio 4. Demostrar que y = e~ 2 es solucién de 2y’ 4+ y = 0, también

y = 0 es solucién.

Nota: si todas las soluciones de la E.D. F(z,y,v/,...,4"™) = 0 en un in-
tervalo I pueden obtenerse de G(z,y,C1,...,C,) mediante valores apropia-
dos de C;, entonces a G se le llama la solucion general; una soluciéon que no
contenga los parametros C; se le llama la solucién particular; una solucién
que no pueda obtenerse a partir de la soluciéon general se le llama solucion
singular.

Veremos mas adelante que la solucién general a una E.D. lineal de orden n
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tiene n parametros. En las E.D. no lineales a veces no es posible obtener
explicitamente una soluciéon general.

Ejemplo 13. y = Cz* es solucién general de zy’ — 4y = 0.
Con C = 1 entonces la solucién particular es y = x?.

También

fx) =

xt z >0
-zt <0

es una solucién singular, porque no se puede obtener a partir de la solucién
general.

Ejercicio 5. Si ¢y — xy% = 0, demostrar
a). y = (% + C)? es solucién general.
b). Si C'= 0 mostrar que y = ’f—; es solucion particular.
c¢). Explicar porqué y = 0 es solucién singular.
Ejercicio 6. Si 3y = y?> — 1, demostrar

2x .,
a). y =155 es solucién general.

b). Explicar porqué y = —1 es solucién singular.

Ejercicio 7. Si zy’ + 1 = €Y, comprobar que e ¥ — Cx = 1 es solucién
general.

Ejercicio 8. Si 2zy dz + (2* 4+ 2y) dy = 0, comprobar que 2%y + y* = C}
es solucion general.

Ejercicio 9. Si (22 + y?)dx + (2* — zy) dy = 0, comprobar que
Cy(z +y)? = zex, es solucién general.
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1.1. CAMPO DE DIRECCIONES

Dada la E.D. ¢y = f(z,y) y sabiendo que la primera derivada representa
una direccién en el plano XY, podemos por lo tanto asociar a cada punto
(x,y) una direccién. A este conjunto de direcciones lo llamamos el campo de
direcciones o campo pendiente de la E.D. ¢/ = f(z,y). Este campo de di-
recciones nos permite inferir propiedades cualitativas de las soluciones, como
por ejemplo si son asintéticas a una recta, si son cerradas o abiertas, etc..
Con el paquete Maple haremos un ejemplo.

Ejemplo 14. Hallar el campo de direcciones de la ED. ¢/ = —222 + 4% y
cuatro curvas solucién de la E.D. que pasan por los puntos (0,2), (0,0), (0, 1),
(0, —1) respectivamente.

> with(DEtools):
DEplot (diff(y(x),x)=-2*%x"2+y(x)"2,y(x),x=-2..2,color=black,
{[0,2],[0,0],[0,1],[0,-11},y=-2..2,1linecolor=black) ;

e e ™
NN~
L NS~
e e
R i S e

S S ——

e e
T .

Figura 1.1
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1.2. ECUACION DE CONTINUIDAD

Para finalizar este Capitulo, es importante hacer un corto comentario so-
bre la ecuacién de continuidad; con ella se construyen modelos de fenémenos
en diferentes areas del conocimiento que dependen del tiempo, dando como
resultado una o varias Ecuaciones Diferenciales. La ecuacién de continuidad
nos dice que la tasa de acumulacién de una variable x en un recipiente (el
cual puede ser un tanque, un érgano humano, una persona, una ciudad, un
banco, una universidad, un sistema ecolégico, etc.) es igual a su tasa de en-
trada menos su tasa de salida; tanto la tasa de entrada como la tasa de salida
pueden ser constantes o variables.

Si la variable es x y la tasa de entrada es F(t) y la tasa de salida es S(¥)
entonces la tasa de acumulacion es

dx
— = FE(t) — S(1).
= B(1) - S()
Ejemplo 15. La concentracién de glucosa en la sangre aumenta por ingesta
de comidas ricas en azucares, si se suministra glucosa a una razoén constante
R (en mg/minuto). Al mismo tiempo, la glucosa se transforma y se elimina
a una tasa proporcional a la concentracién presente de glucosa. Si C(t) re-
presenta la concentracion de glucosa en un instante ¢, entonces E(t) = Ry
S(t) = kC(t), entonces por la ecuacién de continuidad, la Ecuacién Diferen-
cial que rige este fenémeno es

dC(t)

— = B(t) = 5(t) = R~ kC(1).




CAPITULO 2
METODOS DE SOLUCION

2.1. VARIABLES SEPARABLES

d
Definicién 2.1. Se dice que una E.D. de la forma: d—y = % es separable
€z Y

o de variables separables.

La anterior ecuacion se puede escribir como h(y) dy = g(x) dx e integran-
do:

/h(y) dy = /g(flf) dz +C,
obteniéndose asi una familia uniparamétrica de soluciones.

Nota: la constante o parametro C', a veces es conveniente escribirla de
otra manera, por ejemplo, multiplos de constantes o logaritmos de constantes
o exponenciales de constantes o si aparece la suma de varias constantes re-
unirlas en una sola constante.

Ejemplo 1. j—g = 3oty
Solucién:

dy
A 63:c+2y — 63x62y

dzx
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separando variables

3
2 e dx
e integrando
1, 37
e W 0=
¢ 3
la solucion general es
6313 672y
— + =C
3 2
Ejemplo 2. & = zy3(1 + 22)72, con y(0) = 1

Solucién: separando variables

_3 2z

dy = ———dx
v 21 + 22

_ 1d(1 +2?) haciendo ¥ = 1+ 22
21+ 22 AAREO gy = 2wdr
obtenemos
~ 1ldu
2u
_9 1(1 2\ 1
e integrando y__ —ﬂjLC

1
-2 2 S
solucion general
1
——=V1+a2+C.
2y
Cuando x =0, y =1

1
—5 = VI+0+C

2 X
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luego C' = ’73
La solucién particular es

-1 3
5. 2 v1+ T2 — =
2y 2
Resolver los siguientes ejercicios por el método de separacién de variables:

Ejercicio 1. (4y + yz?) dy — (2z + zy?) dz = 0
(Rta. 24 y*=C(4+2?))

Ejercicio 2. v/ +y*senx = 0
(Rta. y=——--)

cos r+c

Ejercicio 3. 3e” tany dz + (2 — e”) sec* ydy = 0
(Rta. (2 —e")® = C'tany)

Ejercicio 4. y/'senx = ylny, siy (g) =e
(Rta. Iny=cscx — cotx)

.. dy zy+3r—y—3
Ejercicio 5. — =
dr  xy—2x+4y—8
(Rta. (¥2)5 = Cev2)

44

Ejercicio 6. 2%y =y — zy, si y(—1) = -1
(Rta. Inly|=—1—1Inlz[—1)

Ejercicio 7. Hallar la solucion general de la E.D. % — 9?2 = =9 y luego
hallar en cada caso una solucién particular que pase por:
a) (0,0), b) (0,3), ¢) (3,1)

(Rta. a) 5%3 = —e% b) y =3, c) zfg = —1e %)

Ejercicio 8. Se suministran bacterias como alimento a una poblacién
de protozoarios a una razén constante p. Se ha observado que las bacterias
son devoradas a una tasa proporcional al cuadrado de su cantidad. Si ¢(t) es
la cantidad de bacterias en el instante ¢, hallar la E.D.; determinar ¢(¢) en
funcién de ¢(0); jcuél es la concentracién de equilibrio de las bacterias, es
decir, cuando ¢(t) =0 ?

NEHVEet)  a+VEe(©0) okt .

oncentracién de equilibrio ¢ = /%)
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Ejercicio 9. Resolver por variables separables: a [:Eg—i + Qy] = xyg—z en
y=a yzT=~2a.
a’ Y
(Rta.: yz? = *ev)

2.2. ECUACIONES HOMOGENEAS

Definicién 2.2. f(z,y) es homogénea de grado n si existe un real n tal que
para todo t: f(tx,ty) =t"f(x,y).

Ejemplo 3. f(z,y) = 2? + xy + y* es homogénea de grado dos.

Definicion 2.3. Si una ecuacion en la forma diferencial :
M(z,y)dx + N(z,y)dy =0

tiene la propiedad que M (tx,ty) = t"M(x,y) y N(tz,ty) = t"N(z,y), en-
tonces decimos que es de coeficientes homogéneos o que es una E.D. ho-
mogénea.

Siempre que se tenga una E.D. homogénea podra ser reducida por medio
de una sustitucion adecuada a una ecuacién en variables separables.

Método de solucién: dada la ecuacién
M(z,y)dx+ N(z,y)dy =0

donde M(x,y) y N(z,y) son funciones homogéneas del mismo grado; me-
diante la sustitucién y = uz 6 x = yv (donde u 6 v son nuevas variables
dependientes), puede transformarse en una ecuacién en variables separables.

Nota: si la estructura algebraica de N es maés sencilla que la de M, en-
tonces es conveniente usar las sustitucion y = ux.
Si la estructura algebraica de M es mas sencilla que la de N, es conveniente
usar la sustitucién x = vy.

Ejemplo 4. Resolver por el método de las homogéneas, la siguiente E.D.:
(z + yer)dr — xzex dy = 0, con y(1) = 0.
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Solucion:
(x4 yer)dr —xzer dy =0 donde

homogénea de grado 1 homogénea de grado 1

Ve

M(z,y) =z + ye

7 Y

y N(z,y) = —we*

~
Y
x

Como N es mas sencilla que M, hacemos la sustitucion: y = ux, por tanto
dy =udr + zdu
Sustituyendo en la E.D.

(z +uxe™ ) dr — ze™ (udr + x du) = 0

0 sea que

rdr —z?edu =0

luego xdx = x?e* du, separando variables y considerando z # 0, obte-
nemos,

d
—x:euduélnx:e“%—C
x

Por lo tanto la solucion general es

Ing =er +C

Para hallar la solucién particular que pasa por el punto y(1) = 0, susti-
tuimos en la solucion general y obtenemos:

lnlze%+C = 0=14+C dedonde C = —1

Por lo tanto,
Inz=er —1

es la solucion particular

Ejemplo 5. (z%y? — 1)dy + 2zy3dx = 0 (ayuda: hacer y = 2* y calcular
a para convertirla en homogénea)
Solucién:
No es homogénea; hagamos y = 2 y hallemos « de tal manera que la E.D.O.
se vuelva homogénea:

dy = az* 1dz
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(222 — Dz tdz + 202°%dx = 0

a(x?22 — 2N dz + 222°dr = 0 (2.1)
suma de exponentes en los términos: 24+3a—1, a—1y 14+3a respectivamente.
Analisis de exponentes para que se cumpla la homogeneidad:

1+3a=2+4+3a—1=a—1, se concluye a = —1

Sustituyo en la E.D. (2.1): (=1)(z?272 — 1)z 2dz + 222 3dx =0

(=22 + 272 dz + 222 2 dz = 0

Es homogénea de orden —2.

La sustitucién maés sencilla es © = uz = dz = v dz + zdu.

(—u?2?27 + 27%) dz + 2uzz?(udz + 2 du) = 0
(—u?2 2+ 272+ 2u*2 B de+ (2uz ') du =0
(w22 + 27 dz+2uz T du=0

22 (W + 1) dz+ 2uz du =0

2 2dz 2u

du=0
21 u?+1 Y
d 2
Cr = du=0
z  ur+1

Integrando: In|z| + In(u®* 4+ 1) =InC

In|z(u?+1)|=InC = 2(u*+1)=C

reemplazo u = 7 y tenemos, tomando z # 0
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2
x
—+z2=C
2

Como y = 2! o sea que z =y !

luego

2
, entonces y’il +yt=C

22y’ +1 = Cy,
es la solucion general.

Resolver los siguientes ejercicios por el método de las homogéneas, 6 con-
vertirla en homogénea y resolverla segin el caso:

Ejercicio 1. (y + z cot g) dr —zdy = 0.
(Rta.: C = wcos?)

Ejercicio 2. (z + \/y? — xy)g—i =y, cony(l)=1.
(Rta.: In” |y| = 4(45))

Ejercicio 3. (x — 1y cos %) dx + z cos L dy = 0.
(Rta.: In|z| + sen ¥ = C)

Ejercicio 4. (2 — 2y?) dx + zy dy = 0.
(Rta.: 21 = C(z* — y?))

Ejercicio 5. zy’ =y + 2ze~= .
(Rta.: In|z| = Lev + O)

Ejercicio 6. (z + %) dz + (3y° — 3y*z) dy = 0, (Ayuda: hacer x = 2%).
(Rta.: In|C(2? + y°)| = 2 arctan %)

Ejercicio 7. 2(z%y + /1 + z*y?) dx + 23 dy = 0, (Ayuda: hacer y = 2).
(Rta.: z4(1 + 2Cy) = C?)

Ejercicio 8. ycosx dx + (2y — senz) dy = 0, (Ayuda: hacer u = sen x).

sen

(Rta.: y? =Ce v )

Ejercicio 9. y(In% +1)dr —2zIn2dy = 0.
(Rta.: In|z| — 1In* (£) = O)
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Ejercicio 10. % = cos(¥) + ¥,

(Rta.: sec(¥) + tan(¥) = C’a:zc:)

Ejercicio 11. Hallar la solucién particular de la E.D.
yridr — (2% +y*)dy = 0,

donde y(0) =1
(Rta.: Iny| = %(%)3)

Ejercicio 12. Hallar la solucién particular de la E.D.
ryidy — (2° + y*)dx = 0,
donde y(1) =0
(Rta.: In|z| = 3(%)?)

Ejercicio 13. (y + /zy)dx — 2xdy = 0
(Rta.: z(/Z-1)*=C,siz >0,y >0y z(y/Z+1)*=C ,siz <0,y <0)
Ejercicio 14. Hallar la solucién particular de la E.D.
y(lny —Inz — 1)dx +xdy = 0,

donde y(e) =1
(Rta.: zIn|Z| = e)

2.3. E.D. DE COEFICIENTES LINEALES:
(ax + by +c)dr+(ax+ By +7v)dy =0
Se presentan dos casos:
1. Si (h, k) es el punto de interseccién entre las rectas:
ar+by+c=0yar+pPy+~v=0

entonces se hace la sustitucion: t =u+h y y =v + k y se consigue la
ecuacién homogénea:

(au + bv)du + (au + fv)dv =0
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2.

Si las dos rectas no se intersectan (o sea son paralelas), entonces
az + Py = n(ax + by)

y por tanto se hace la sustitucién z = ax + by, lo cual quiere decir
que ax + By = nz, esta sustitucion convierte la E.D. en una E.D. de
variables separables.

Ejercicios: resolver por el método anterior:

1.

2.4.

(x—y+1)de+ (x+2y—5)dy=0

rz—1
(Rta.: (z —1)2 +2(y — 2)° = Ce¥> "™ 757

dy _ 2y—az+5

dx 2r—y—4

(Rta.: (z+y+1)2=C(y —z+3))

r—2y+4)de+ 2x—y+2)dy=0
Rta.: (r+y—2)}=C%*z—y+2))

r+y+1)2?de+ (x+y—1)>dy=0
Rta.: 4z = —3(z+y)? +2(x +y) —In|z+ y| + C)

r+y+1)de+ (2x+2y—1)dy=0
Rta.:4—2—2y=3n)2—2—y|+C)

r+y—2)de+(r—y+4)dy=0
ta.: C =2z +1)(y—3)+ (z +1)* — (y — 3)?)

—y—5)dr—(r+y—1)dy=0
ta.: (r+y—1)2—-2(z—3)*=0)

x+y)dx—(4x+2y—l)dy—0
a.:

(
(
(
(
(
(
(
(R
(z
(R
(2
(R

ta.: v =220+ y) — 5t — 5= In[5(2x +y) — 2|+ O)
ECUACIONES EXACTAS
Si z = f(x,y), entonces
dz gid +g—£ Y
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es la diferencial total de f; pero si z = ¢ = f(x,y) (familia de curvas uni-
paramétricas en el plano XY ), entonces
of af

de -+ 2L
Oz +

dz=0=
z 8y

Definicién 2.4. La forma diferencial M (z,y)dx + N(x,y)dy es una dife-
rencial exacta en una region R del plano XY si corresponde a la diferencial
total de alguna funcién f(x,vy).

La ecuacion M (z,y)dz + N(z,y)dy = 0, es exacta si es la diferencial
total de alguna funcién f(z,y) = c.

Teorema 2.1 (Criterio para E.D. exactas).
Si M(z,y) y N(x,y) son continuas y tienen derivadas parciales de primer
orden continuas en una region R del plano XY, entonces la condicién nece-
saria y suficiente para que la forma diferencial

M (z,y)dr + N(x,y)dy

sea una diferencial exacta es que

oM _oN
oy Oz

Demostracién: como M (z,y)dx+ N(x,y) dy es una diferencial exacta, en-
tonces existe una funcién f(z,y) tal que:

M(z,y)dx + N(x,y)dy = 8f dx + a—fdy =d f(z,y)
luego
of
M(z,y) = o-
y of
N(z
(z,y) = o
por tanto,

oM _ 0*f  2f ON
oy  Oydxr Oxdy Oz




2.4. ECUACIONES EXACTAS 17

La igualdad entre las derivadas cruzadas se produce porque M y N son
continuas con derivadas de primer orden continuas.
Método. Dada la ecuacién M(x,y) dz+ N(z,y) dy = 0, hallar una funcién

f(z,y) = C tal que
of of
Y-y Yon
Ox Y oy

oM _ on

i) Comprobar que es exacta, es decir, verificar que o

ii) Suponer que % = M(x,y) y luego integrar con respecto a x dejando a
y constante:

f@w%i/M@wﬁm+ﬂw (2.2)

iii) Derivar con respecto a y la ecuacién (2.2)

0

8_;; = %/M(w,y)dw+gl(y) = N(z,y)

despejar

y@zwmw—%/M@wm (2.3)

Esta expresion es independiente de x, en efecto:

0 0 ON 0 0
7 [N(%y)—a—/M(%y)dx} —a—x—a—xa—y/M(%y)dx
_ON _ON 0

 Ox oy 8:5/  dxr Oy (z.9)

iv) Integrar la expresién (2.3) con respecto a y y sustituir en (2.2) e igualar
aC. n

Nota: en ii) se pudo haber comenzado por g—ch = N(z,y).

Ejemplo 6. Resolver la siguiente E.D.:
(2zy% + ye®) dr + 22y +e* — 1) dy = 0
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Solucién:

paso i)
oM dry + €”
— =4y +e
Oy de donde oM = oN
ON - oy oz
— =4dxy +e
Ox

paso ii)

flz,y) = /N(a:,y) dy + h(z) = /(2:1:23/ +e” —1)dy + h(z)
= 2%® +ye® —y+ h(x)

paso iii)
ﬁ =M = 2zy*+ ye”
Ox
0
8_£ = 2zy’ +ye” + N (x) = b (z) =

paso iv) h(z) =C
paso V) sustituyo h(x) en el paso ii):

oy +yet —y+C, = C
'y +ye* —y = (5 Solucién general

Ejemplo 7. Hallar el valor de b para que sea exacta la E.D.:

(zy® + ba*y) dz + (z + y)z* dy = 0.

Solucién:

Como %—]‘; = 2zy + ba? y %—JZ = 32% + 22y entonces b = 3 , por lo tanto
of 2 2
=N= 3 2.4
I Ty~ + 37y ( )
of 3 2
= = "+ 2.5
9 y (2.5)

integramos (2.4):

flx,y) = /(:Ey2 +32%y) dx + g(y) = yﬂ; + 2%y + g(y) (2.6)
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derivamos (2.6) con respecto a y

0
a—f =y’ +2° + ¢'(y) (2.7)
y

igualamos (2.5) y (2.7)

P42ty = y*+2+4¢(y) =g (y) =0
(2.8)

luego g(y) = K y reemplazando en (2.6)

2
x
f@y) =y'5 +a’y+ K=
y por tanto la solucion general es
2,.2
x
L 2y =C
2
Ejercicio 1. Resolver la siguiente E.D. por el método de las exactas :
(tanz — senxseny) dx + cosx cosy dy = 0.

(Rta.: f(z,y) = coszseny — In|cos x| = C)
Ejercicio 2. Resolver la siguiente E.D. por el método de las exactas:
(y*cosx — 3%y — 2x) dx + (2ysenx — 2° + Iny) dy = 0, con y(0) = e.
(Rta.: f(z,y) =y*senz — 23y — 2? + y(lny — 1) = 0)

Ejercicio 3. Determinar la funcién M (z, y) de tal manera que la siguiente
E.D.O sea exacta:

1
M (z,y)dx + (xexy+ 2xy + —) dy =0
x

(Rta.: M(z,y) = sy (x + 1) + > — % + g(x))

Ejercicio 4. Determinar la funcién N(z,y) para que la siguiente E.D.

sea exacta:
1 _1
y2gj 2 +

x2—|—y) dx + N(z,y)dy =0
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(Rta.: N(z,y) = T3y7E + %(1’2 +y) "+ 9(y))

Ejercicio 5. Resolver por el método de las exactas la siguiente E.D.:
(2zy* + ye®) dr + (22°y +e* —1)dy =0
(Rta.: f(z,y) = yl(a?y+ e —1) = C)

Ejercicio 6. Resolver por el método de las exactas la siguiente E.D.:
(22 — ysenzy — 5y*) do — (202> + xsen xy) dy = 0
(Rta.: f(z,y) = 2® + cos(zy) — by*x = C)

Ejercicio 7. Resolver por el método de las exactas la siguiente E.D.:
(senzy + xy cos xy) dr + (2* cos xy) dy = 0
(Rta.: f(z,y) = zsen (zy) = C)

Ejercicio 8. Resolver por el método de las exactas la siguiente E.D.:
(ye™ + 4y*) dx + (ze™ + 122y* — 2y) dy = 0, con y(0) = 2
(Rta.: f(z,y) = e™ + 4oy’ — y* = —3)

Ejercicio 9. Resolver por el método de las exactas la siguiente E.D.:
(1 — senxtany)dr + coszsec’ y dy = 0
(Rta.: f(z,y) = cosztany +x = C)

2.5. FACTORES DE INTEGRACION

Definicién 2.5 (Factor Integrante F.I.). Sea la E.D.
M (z,y)dx + N(x,y)dy = 0.
Si u(x,y) es tal que
(@, y) M(z,y) de + p(z,y) N(z,y) dy = 0

es una E.D. exacta, entonces decimos que p(z,y) es un factor integrante
(F.L).
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Ejemplos de algunas formas diferenciales que son exactas.
Ejemplo: z dz + y dy es la diferencial de 3(2% + y?) ya que d (5 (2® +¢?)) =
xdr +ydy.

Andlogamente: para z dy + y dz = d(xy).

Pero pydr + qx dy no es exacta, la expresion p(z,y) = 2P 'y4! es un
factor integrante.

Para y dxr — x dy, las expresiones:

_1- _1- _1- J— 1 . J— 1
M_y27/’L_I_Q)/’L_I_y’l’b_xQ_'_yQ)M_

azr? + bxy + cy?
son factores integrantes.

Teorema 2.2 (Teorema del Factor Integrante).

Sea M (x,y) dx+ N(x,y)dy = 0 una E.D. y u(x,y) un factor integrante, con
M, N y u continuas y con primeras derivadas parciales continuas , entonces

oM  ON

“[a—y—%]zN—z—M—

Demostracion: si p es tal que uM dx + pNdy = 0 es exacta y u, M, N
tienen primeras derivadas parciales continuas, entonces:

0 0]
— (uM) = — (uN
o (M) =5 (uN)
0 sea que
oM Ol ON ol
T oM N2
a Ay oy K or + ox
luego
OM _ONT _ \On_\Ou _\fon Mg
a oy or| ~ ox dy or N Oy
€como % = —%, entonces:

oM  ON ou  dyou dp dp
M[@y &U] [8x+dw0y}
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ya que si = pu(x,y)y y=y(x) entonces:

dp = g—gdx + Z—Zdy
y por tanto p 5 o0 d
1= 5 ¥ oy s .
Nota.

OM _ 9N

1. Si 29— f(z),

entonces pf(z) fl—g y por tanto f(z)dr = %

wo
luego p = kel /@4 tomando k = 1 se tiene p = ef F@)de,

oM _oN
2. Similarmente, si 2= = g(y), entonces p = el 9wy

Ejemplo 8. (2zy* — 2y) dx + (32%y — 4x) dy = 0.

Solucién:
oM
M(x,y) = 22y* — 2y = ——— = day — 2
dy
ON
N(z,y) = 32%y — 4o = —— = 6zy — 4
ox
luego
oM  ON
il A, PP
oy ox Ty
por tanto
%—A;—%—];[ _ 2xy+2 2(-wy+1)
-M 2z +2y  2y(—ay+1)
luego

1 1
g(y) = - = F.I = py) = el v% = vl — 4
Y
multiplico la E.D. original por y: (2xy® — 2y?) dz + (32%y* — 4xy) dy = 0

el nuevo M(z,y) = 2xy® — 2y* y el nuevo N(z,y) = 3z%y* — 4zy
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Paso 1. oM
—— = 6xy* — 4
By Ty Yy
' ON
—— = 6ay” — 4y
Ox

luego es exacta.

Paso 2.
flz,y) = /(296?;3 —2y°)dz + g(y) = 2°y° — 2z + g(y)

Paso 3. Derivando con respecto a y:

0
N =322y —day = 8—f = 32°y* — day +¢'(y)
Y

luego ¢'(y) = 0
Paso 4. g(y) =k
Paso 5. Reemplazo en el paso 2.
flz,y) = 2%y — 22> + k= c
luego 2%y® — 2xy? = ki que es la solucién general.

Ejemplo 9. zdy — ydzx = (62> — 5xy + y?) dz

Solucidn:

Yy
d(=) =
como (a:) .

rdy —ydx
2

entonces dividimos a ambos lados de la E.D. por 2, luego

rdy —ydx (6x2—5xy+y2)
= dx

T2 z2

luego

d%) = (6-5(2)+(2)?) da.
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hagamos u = £ = du = (6 — 5u 4 u?)dx

lueoL—dxé du =dx
806 —butu (w—3)u—2)

fracc ial = A + b
ero por fracciones parciales =
PEro-p P (u—3)(u—2) u—3 u—2

oseaque A=1y B = —1, por tanto

du du du
/(u—3)(u—2) /dx:>/u_3 /u—2 n |u—3|=In|u—2|+lnc =z

luego

u—3 — 3z
c( ):e“’”,six#OécM:e“’”
(u—2) (y — 2z)
Obsérvese que x = 0 es también solucion y es singular porque no se desprende
de la solucién general.

En los siguientes ejercicios, hallar el factor integrante y resolver por el
método de las exactas:

Ejercicio 1. (cos(2y) — senz) dz — 2 tanz sen (2y) dy = 0.
(Rta.: senz cos(2y) + 3 cos’ z = C)

Ejercicio 2. (3zy® + 4y) dv + (3zy* + 2x) dy = 0.
(Rta.: f(z,y) = 23y> + 22%y = O)

Ejercicio 3. 2zyInydx + (2?2 + y*\/y2 + 1) dy = 0.
3
(Rta.: f(z,y) =2*Iny+ 3(y* + 1)2 = C)

Ejercicio 4. (2wz? — 22) dw + (3w?z — 4w) dz = 0.
(Rta.: w?2? — 222w = C)

Ejercicio 5. e*dx + (e” coty + 2y cscy)dy = 0
(Rta.: f(z,y) = e"seny + y* = O)

Ejercicio 6. xdy + ydx = (2* + 32%y + 3zy* + v°) (dx + dy).
(Rta.: ay = 1 (z +y)* + C)
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Ejercicio 7. v dy — ydz = (22% + 3y°)3(2xdx + 3ydy).
(Reat \/Fan 13 4) = d2e? +32)° + ©)

Ejercicio 8. ydz + (2x — ye¥) dy = 0.
(Rta.: y?z — y?e¥ + 2ye? — 2¢¥ = C)

2

(Rta.: f(z,y) =2y —Injz| - % =C)

2

Ejercicio 9. (zy — 1)dz + (2% — zy)dy = 0.
Yy
Ejercicio 10. ydx + (x*y — x)dy = 0.
2
(Rea: f(r,y) = 4+ 2 =C)

Ejercicio 11. (2zy — e **)dx + zdy = 0.
(Rta.: f(z,y) =ye** —In|z| = C)

Ejercicio 12. ydz + (2zy — e=%¥)dy = 0.
(Rta.: f(z,y) = ze* —In|y| = C)

Ejercicio 13. (z + y)dx + z Inzdy = 0.
(Rta.: f(z,y) =z +ylnx=C)

Ejercicio 14. Hallar la solucién particular que pasa por el punto

y(1) = =2, de la E.D.
dy 32’y +y?

dx 223 + 3y
(Rta.: 23y? + y3x = —4)

Ejercicio 15. zdx + ydy = 3\/x2 + y? y* dy.

(Rta.: /22 +y> =y + O)

Ejercicio 16. 4y dv + z dy = zy? dx.
(Rta.: = — -5 = O)

yxt 3z3

Ejercicio 17. Si

M,— N,
yN —aar ~ R

entonces = F.I. = el R(s) 4 donde t = zy
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Ejercicio 18. Bajo que condiciones Mdx + Ndy = 0 tendra un F.I.=

w(x +y)
(Rta.: “g=r = f(z +y))

Ejercicio 19. Si Mdxz + Ndy = 0 es homogénea, entonces u(x,y) =
1

cM+yN

2.6. E.D. LINEAL DE PRIMER ORDEN

Definicién 2.6. Una E.D. de la forma:

donde ay(z) #0, en I y ay(z),ao(x),h(x) son continuas en I, se le llama
E.D. lineal en y, de primer orden.

Dividiendo por aq(x), se obtiene la llamada ecuacién en forma candnica

6 forma estandar:
dy

dr +p(z)y = Qz),

ai(z) Y ~ay(z)’

Teorema 2.3 (Teorema de la E.D. lineal de primer orden).
La solucién general de la E.D. lineal en y, de primer orden:

donde p(z) =

Y+ pl)y = Q(x)

es !

yefp(aﬂ) dr _ /efp(“ﬂ) d“”Q(a:) de + C.

Demostracidn:

Dy = QW) (29)
= p(r)ydr + dy = Q(z)dx
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o sea que (p(z)y — Q(x)) dx + dy = 0, como 68—]‘5 =p(z)y %—JZ = 0, entonces
OM __ 9N
Oy Ox _
= p@)

y por tanto u = e/ P@dr — F T - multiplicando (2.9) porel F.I.:
d
efp(:c)dxd_y + p(x)yefp(:c)dx _ Q(x)efp(:c)dx
x
0 sea %(yefp(x) @) = Q(z)el P@ 1 ¢ integrando con respecto a x se tiene:
yel P@)d — /Q(x)efp(g”) “dy 4 C |
Obsérvese que la expresién anterior es lo mismo que:

yF.I. :/Q(a:)F.I.dx+C'

Ejemplo 10. Hallar la solucién general de la E.D.:(6 — 2,uu)g—z +12=0

Solucioén:
dv V2
dp 6 —2uv
du _ _6 QBu
dv 12 v
dp  2p 6
dv v 12
que es lineal en p con
6
pv) =2 QW) = —
v
F.I = elpwdv — of=2dv _ =2Inlv| _ Jnfp|7? _ -2 _ i
2
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-3

1
—2u:—6/y_4du+(]:—6y—+(]
v -3

2 2
%:—3+C:>M:—+Cl/2
14 1% 124

que es la solucién general.

Ejemplo 11. Hallar una solucién continua de la E.D.: % +2zy = f(x)

T, 0<z <1
donde f(x):{ 0 > 1

y y(0) =2
Solucidn:

FI.: el 2w — or® o o7y = /e’C?f(:)s)dx +C

a). si0<z<l:e%y=[ewdr+C
ey = % i e 2z de+C = %ex2 +C, que es la solucién general. Hallemos
C' con la condicién incial
y(O):2:>6022:%eOQ+C =C=3
luego y = % + %6_’”2, solucién particular.

b). sixa>1:Fly= [FI.0dc+C
y=0+C=y=Ce™

1 3 —x2
Lyde® 0<a<l

Solucién general: f(z) = { Comt® > 1
e x>

Busquemos C', de tal manera que la funcién f(z) sea continua en x = 1.
Por tanto

13

(g +ge™) = f(1) = y(1)
1 3 _ T2t 13
—toel=Cet, C0=2—2_=_¢e+-
2+26 e, o 26+2

Ejemplo 12. Con un cambio de variable adecuado transformar la E.D.:

y' 4 zsen 2y = ze " cos? Y
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en una E.D. lineal de primer orden y luego resolverla.
Solucién. Lo trabajamos mediante cambios de variable.
Dividiendo por cos? y:

—X

= xe

1 dy x(2senycosy) 2
e
cos?y dx cos?y

22

d
sec? y—y + 2xtany = xe~
dx

hagamos el siguiente cambio de variable: ¢ = tany, por lo tanto

ﬁ = sec? y@
dx dx
Sustituyendo
dt 42 )
— +2xt =xe” ", es lineal en t con
dx
p(z) = 2z, Qz) = re ¥
F.I. =el2wde _ oo°
Resolviéndola

tFL:/FI@@m+C

2

te” = /ex2 (ze ) dz + C

2
x
= tanye® = 5 +C

Ejercicio 1. Hallar una solucién continua de la E.D.:
(1+ .IQ)% + 22y = f(x)

T, 0<z <1
—x, z>1

donde f(z) = {

1+5022 )

— 5y + st x>1

0.
{Qﬁ),$0§x<1
2(1+x2)

1
1+z2>
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Ejercicio 2. Hallar la solucién de la E.D.: g—z = L con y(5) =2
(Rta.: zy = y; +38)

Ejercicio 3. Resolver para ¢(z) la ecuacién fol o(ax) da = np(x)
(Ayuda: con un cambio de variable adecuado transforme la ecuacién en una
E.D. lineal de primer orden.)

(Rta.: (z) = Cz(5")

Ejercicio 4. Hallar la solucién de la E.D.: ¢y — 2zxy = cosx — 2rsenx
donde y es acotada cuando r — oc.
(Rta.: y = senx)

Ejercicio 5. Hallar la solucién de la E.D.: 2,/ ¢/ —y = —sen y/z—cos \/x
donde y es acotada cuando r — oc.

(Rta.: y = cos+/x)

Ejercicio 6. Resolver la E.D.: (v +2)? 2 = 5 — 8y — 4zy.
(Rta.: y(2+x)' =2(2+2)* + C)

Ejercicio 7. Resolver la E.D.: y — a:g—z = S_ZZ y2eY.
(Rta.: 2 =e¥ + ()

Ejercicio 8. El suministro de glucosa al torrente sanguineo es una técni-
ca importante para detectar la diabetes en una persona. Para estudiar este
proceso, definimos G(t) como la cantidad de glucosa presente en la sangre
de un paciente en el tiempo ¢. Suponga que la glucosa se suministra al sis-
tema sanguineo a una tasa constante £-%-. Al mismo tiempo la glucosa se

transforma y se separa de la sangre a una tasa proporcional a la cantidad de
glucosa presente. Construir la E.D. y resolverla. Hallar G(t) cuando ¢ — oo.

Ejercicio 9. Hallar la solucién general en términos de f(z), de la E.D.:

dy f’(I) — fy
%+2f(x) y=f'(z)

(Rta.: Yy = %f(l’) -+ ﬁ)

Ejercicio 10. Hallar la solucién general de la E.D.

(r+ 1y + 2z -y =e*
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(Rta.: y = —3e™ + Ce 2 (z + 1)%)
Ejercicio 11. Hallar la solucién particular de la E.D.
Yy +y=2we " +a%i y(0) =5
(Rta.: y = 22¢™® + 22 — 204+ 2 + 3e77)
Ejercicio 12. Hallar la solucién particular de la E.D.
(1= 22y*)dy = y’dx

si y(0) = 1
(Rta.: zy* = Iny)

2.7. ECUACION DIFERENCIAL DE
BERNOULLI

Definicién 2.7. Una E.D. de la forma g—g +p(x)y = Q(x)y™ conn # 0 y
n # 1, se le llama una E.D. de Bernoulli. Obsérvese que es una E.D. no lineal.

La sustitucién w = y'~" convierte la E.D. de Bernoulli en una E.D. lineal
en w de primer orden:

d_w + (1 —n)p(x)w=(1—-n)Q(x).

dx
Ejemplo 13. zy(1 + ny)%: =1 con y(1) = 0.
Solucion:

d T
ﬁ ~ zy (1Jlr:cy2) = (;_y =Ty (1 + ny) =Ty + $2y3

——xy = 7Y (2.10)

tiene la forma de Bernoulli con variable dependiente z, con n = 2
Hagamos w =z 2 =27 = 2z =w™!

dz _ydw

dy oy
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sustituimos en (2.10): —w ™24 — yw~! = y3w=2
dy
multiplicamos por —w?: % + yw = —y3, lineal en w de primer orden.

luego p(y) = y; Qy) = —y°

F] — @fP(y)dy — efydy _ e%

whI = /F.[. Qy)dy +C

2

2
we? = /e%(—yg)dy—i-C

hagamos: u = % =du=ydy, y*=2u

2

weyT:—/y3ey7dy+02—2/ue“du+0

2
e integrando por partes, obtenemos: we'z = —2u e + 2e¥ + C

2 2 2
y_ y_
2

2 1
+26y7+02>;:—y2+2+06_2

_ y_
e T = —y’

Como y(1) = 0 entonces C' = —1, por lo tanto la solucién particular es:

»

Y

1
=y f2—e2
x

Resolver las E.D. de los siguientes ejercicios:

Z
2

Ejercicio 1. 22—3’ =4_
T T Y

(Rta.: y® = =322 + 4x2)

. o 2
Ejercicio 2. ¢y = chi’”yH.

(Rta.: 2° = —y — 2+ Ce)

con y(1) = 1.

njw

Ejercicio 3. t2?% + 2* = t cost.
(Rta.: 23t3 = 3(3(t* — 2) cost + t(t* — 6)sent) + C)
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C P
Ejercicio 4. ' = prec

(Rta.: 22 + 32 + 1 = Ce¥’)

Ejercicio 5. zy’ + vy = x%>.
(Rta.: y 2 = —2* + c2?)

CcCos T

Ejercicio 6. xy%y + y° = oL
(Rta.: 2%y = 3xsenz + 3cosx + C)

Ejercicio 7. 2%y — y® + 2xy = 0.
(Rta.: y 2 = % + Cat)

Ejercicio 8. Hallar la solucién particular de la E.D.

njw

der 2 €T

tal que y(1) =1
(Rta.: y* = 1)

Ejercicio 9. Hallar y(z) en funcién de f(x) si

. _ 1

2.8. E.D. NO LINEALES DE PRIMER OR-
DEN

Sea
W)+ a1 ()W) +ax (@, 9) V)" 2+ .+ anoa (2, Y)Y + an(z,y) =0,

donde a; (x,y) parai = 1...n son funciones reales y continuas en una regién
R del plano XY'.
Casos:

i) Se puede despejar y'.




34 CAPITULO 2. METODOS DE SOLUCION

ii) Se puede despejar y.
iii) Se puede despejar z.
Caso i). Si hacemos p = % = ¢/, entonces
p" A+ ay(z,y)p" Tt ax(z, y)p" 4 a1 (2, y)p + an(z,y) = 0.

En caso que sea posible que la ecuacién anterior se pueda factorizar en
factores lineales de p, se obtiene lo siguiente:

(p - fl(x7y))(p_ fg(l',y)) te (p - fn(xvy)) =3 07

donde f;(x,y) para i =1,...,n son funciones reales e integrables en una re-
gién R del plano XY

Si cada factor tiene una solucién ¢;(x,y,c¢) =0, parai=1,...,n.
entonces la solucién general es [[;_; ¢i(x,y,c) = 0.

Ejemplo 14. (¢ — senz)((y/)? + (22 — Inz)y’ — 2xInz) = 0.

Solucién:
(p—senz)(p® + (2 —Inx)p —2xInz) =0

(p — sen)(p + 22)(p—1Inz) =0

Para el factor p — senx =0 = % —senx =0=dy = senzdr =
y=—cosx+ C

o1(x,y,C)=0=y+cosx — C
Para el factor p+ 2z =0 = g—g = —2x = dy = —2zdx

=y=—2"+C=dz,y,C) =0=y+2>-C

Para el factor p —lnx =0 = g—z =lnr=dy=Inzdx

y:/lnxdx—i-C',

e integrando por partes:

1
y:/lnxd:ﬂ—i—C:xlnx—/x—dx:a:lna:—x+C
x




2.8. E.D. NO LINEALES DE PRIMER ORDEN 35

¢3(x,y,C)=0=y—axlnz+z—-C

La solucién general es: Hle ¢i(x,y,C)=0

(y+cosz—C)y+a2°—C)ly—alnz+z—C)=0

Resolver por el método anterior los siguientes ejercicios:

Ejercicio 1. p (p* — 2zp — 32?) = 0.
(Rta.: (y—0¢)(2y — 322 +¢)(2y+a®+¢) =0)

2
Ejercicio 2. 6> <§—Z> - 13;11/3—; — 502 = 0.
(Rta.: (vus —c)(vp2 —¢) = 0)

Ejercicio 3. (v')® — y(y)? — 2%y + 2%y = 0.
2
(Rta: (z—InJy] + )y + % — )y — % — ) = 0)

Ejercici04 np — ¥ =0, conn;«éOydz =p=y.
n+l
(Rta.: (y + n(n+1) —o)(y — n(n+1) —¢)=0)

Ejercicio 5. 22(y')* + 2zyy’ + y* = zy

Ejercicio 6. Denotando por P cualquier punto sobre una curva C'y T
el punto de interseccion de la tangente con el eje Y. Hallar la ecuacion de C'
si PT = k. )
(Rta.:(y + ¢)* = [\/kQ — 22+ kln ’7”“2;9”2’]‘3” ,con |z| <k, k>0.)

Caso ii). Son ecuaciones de la forma F(z,y,p) = 0 y de la cual puede
despejarse y, es decir: y = f(x,p), donde = y p se consideran como variables
independientes, la diferencial total es:

of of 4
dy = g dx + By dp
luego
dy of L of of dp

@:p:ax (9pdx
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0 sea que
af df dp / , dp
(ax p) + op g(x,p,p’), donde p I
y por tanto

of of ,
(895 p) dx—i—apdp—o

es una E.D. de primer orden en x y p. Generalmente (teniendo buena suerte)
g(z,p,p') =0

se puede factorizar, quedando asi: g(z,p,p’) = h(x,p,p') ¢ (x,p) = 0.

a) Con el factor h(z,p,p’) = 0 se obtiene una solucién hy(z,p,c) = 0,
se elimina p entre hy(x,p,c) = 0y F(z,y,p) = 0 y se obtiene la solucién
general.

b) Con ¢(x,p) = 0 se obtiene una solucién singular, al eliminar p entre

¢(z,p) =0y F(z,y,p) = 0.
Ejemplo 15. y = f(z,p) = (pr+2*) Inz + (pr + 2%)? — %2, donde p = j—g

én: W — o — Of | Ofdp
_ Solucién: 7% = p = oc T 3p s
sixz#0

1 d
p = (p+2x) lnx—i—(pa:+x2);+2(px+x2)(p+2x) —r+x 1nx+2(pa:+x2)x]£

p= (p—|—2x)lnx+p+x+2x(p+x)(p+2x)—a:+[xlnx+2x2(p+x)]g—§

0= (p+2z)Inz+2z(p+2)(p+22) + [rlnz + 22°(p + )| L

0=(p+2z)lnz+2z(p+a)+zlnx+ 2x(p+x)]g—§

0=[lnz+2z(p+2)] [p+2z+a2]
0 = h(z,p), ®(z,p,p)

1) Con el factor ®(z,p,p’) =p+ 2z + xﬁf—i’ =
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= $g—£ +p=—-2x 20 dp P'= -2 (dividimos por )

E.D.lineal en p, P(z) = 1, Q(z) = -2

FJ. — el P@ds _ efid:c — enlel — 4

pFI. = [FI1.Q(x)dz+C
pr=[x(-2)de+C=-24+C=-2>+C
p=—z+< (dividimos por z)

luego sustituimos en la E.D. original:

2

y:(pa:+x2)lnx+(px+x2)2—%

22
y:(—:U2+C+x2)lnx+(—x2+C+x2)2—7

solucion general
2

y:Clnx+CQ—%

2) h(z,p) =Inz +2z(p+x) =0

0 =Inz + 2xp + 22°

2rp = —Inx — 222

_ lnz—222

_ lnz+4222
2z 2

luego p = = pr =

sustituyo en la E.D. original:

2
Y= (px+x2)lnx+(px+x2)2—%

2 2

( Inz + 222 2) ( Inz + 222 2)2 T
y= (-2 P et (—— 4 ?) D
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—Inx — 222 + 222 —Inz—22%+222\° 22
Y= Inx - —
2 2 2
B In*z  In*z 22
2 4 2
luego la solucion singular es
B In*z 22
YT T

Resolver por el método anterior los siguientes ejercicios, donde p = %:

Ejercicio 1. zp? — 2yp + 3z = 0.
(Rta.: 2cy = 2? + 3, y? = 32?)

Ejercicio 2. y = prInz + p?z%.
(Rta.: y =clnz+c?, y=—-1ln’z)

Ejercicio 3. y = bxp + 522 + p>.
(Rta.: y=cr—a®>+c* 4y+52°>=0)

Ejercicio 4. p?z* =y + px.
1 1

(Rta.: y=c —ca™', y=—15)
Ejercicio 5. 2y = 8xp + 4x? + 3p*.
(Reas 2y —3(c - a)? +8(c—a)a + 4%, y— —2)

Ejercicio 6. y = xp — 5p*.

. _ 1.3 _ 423
(Rta.: y=cr—3c’, y==+z22)

Caso iii). Si en la ecuacién F'(z,y,p) = 0, se puede despejar x = g(y, p)
con y y p como variables independientes; hacemos g—i = p, 0 sea que Z—“y” = 110
y como

luego
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por tanto
dg 1) dg dp ,
a0 +__:0:hy7pap
((9y p)  Opdy ( )
donde p’ = 2—5.
Ejemplo 16. cos? 3 (£)” —2a% 4 2tan 8 = 0

Solucién: con p = %, se tiene:

cos® Bp3 + 2tan 3
o =
2p
cos? Bp?  tanf
o=t =g(8,p)

1 0Jg Gg@

_——|——
p OB Op 0p

1 sec?
= —:—cosﬁsenﬁp2+ﬂ+ [p00526—
p p

tan 3| dp
P } B

Teniendo en cuenta la identidad: sec? = 1 4 tan?6;

tan? 3

1 1 t d
— = —cosfBsen Bp° + =~ + anﬁ} b
p p

2 — —_—
+ {pcos 6] p 03

tan?
0 = — cos Bsen 3 p* + b

tan? 8

1
0 = —sen Bcos Bp* + +—{p200825——
p

Oztanﬁ{—senﬁcosﬁpQ_i_tanﬁ]+1{2 ) _tanﬁ} dp

tan 8 P
tan (3

0=—tanpg [003261)2 —

0= |:C0825PQ—M:| {—tanﬁ—i—ld—p}
p p

1
} + - {pQCOSQﬂ—
p

0=h(B,p) (B,p,p)), donde p=-—"—1y p'=—
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. N lap _
Ldp

d
==L _tanp= L = tanpdp

pdp p

= In|p| = —In|cos 8| + In|C|
] ¢
In|p| =In =p= , donde cosf3 # 0
| cos S cos (3
Sustituyendo en el la E.D. original:

cos® Bp® —2ap+2tanf =0
3

c
— 20—+ 2t =0
cos? (3 “ cos f3 +2tanf

cos® 3

3

c c
— 2«
cos 3 cos 3

c3

- cos 3

+2tanf8 =0

3 2 /3
+2tan6 o C(SS,B + Ciznﬁ
2 < - 2-¢

cos 3 cos 3

La solucién general es :

¢ +2senff &  senf

— 0
2c 2—i_c7c?é

@ : h(B,p) =0=cos’Bp* — tan 5

tan tan
00826])2:—6 = pd = 26
cos? 8

b= tan 3 _ s sen (3
cos? 3 cos? 3

1 1
senf = p= 200

~ cos 15} cos 8
Y sustituyo en la E.D.O. original:

A L
cos? sen s 3 — 2« Sendﬂ+2tan6:0
cos 8 cos 8

p
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sen [ se 16
n ns
cos? — 2« +2tan =0
os3 3 cos 3
1
sen 3
tan § — 2« 6+2tanB:0
os 3
3tanf 3 =L 3
= SE sl 2 en g
2 sen 33 25en35 2
cos 3 cos 3

Siendo esta ultima la solucién singular.
Resolver por el método anterior los siguientes ejercicios:

Ejercicio 1. z =y + Inp
(Rta.: z =y +In|l+ &)

Ejercicio 2. 4p* = 252
(Rta.: (3y + ¢)? = 2523)

Ejercicio 3. 2pxr = 2tany + p® cos?y
(Rta.: ==Y 4 < 8% =27sen?y)

2

)

Ecuacién de Clairaut: y = xy' + f(v')
Por el método del caso ii) se muestra que su solucién general es de la forma:
y=cx+ f(c)
Y su solucion singular se consigue eliminando p entre las ecuaciones
z+ f'(p)=0yy=ap+ f(p)
Ejercicio 5. y = zy’ — %

. — 1.3 _ 42,3
(Rta.: y=cr—3c’, y==+312)

Ejercicio 4. 4px — 2y =

P’y
(Rta.: def — 2y = %; 4o = Sy%

Ejercicio 6. y =2y’ + 1 —Iny/
(Rta.: y=czx+1—Ine, y=2+1Inx)

Ejercicio 7. zy’ —y = e¥
(Rta.: y=cx—e¢°, y=zxlnzr—2x)
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Ejercicio 8. (y — pr)? = 4p

Ejercicio 9. y*(y/)? — 4xy’ +2y =0

2.9. OTRAS SUSTITUCIONES

Ejemplo 17. ydz + (1 4 ye*) dy =0
Solucién:
Hagamos

u—1

u=1+ye" =y= , du=yedr + e dy = e*(ydx + dy),

6$

=du=(u—1)de+e"dy

du— (u—1)dz
627
Reemplazando en la ecuacion original:

1 (-1 -
ux dw—i—u(du (u )dx) >0

e er

= dy =

(u—1—u(u—1))der+udu=0
(u—1)(1—w)de+udu=0

—(u—1)?dr +udu=0

u

Utilicemos fracciones parciales para resolver la integral

U A B

(u—1)2 u—1+(u—1)2
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u=Au—1)+B
siu=1=B=1

siu=0=20=-A+1=>A=1

“/(uiﬁ(u—ll)?) .

d
len\u—l\—i—/—g, haciendo v =u—1=dv =du
v

1
entonces r =In|u — 1| — -+ C
v

1
r =1In|ye’| — — + C, es la solucién general
627

Ejemplo 18. y” + 2y(y')® = 0.

Solucién:
Hagamos p=1 = j—z, =p =9"= %
P+ 2yp° =0
;Z—Z +2yp =0

~dp _dpdy _ dp, _ dp
Por la regla de la cadena sabemos que: ;= = Gy de — dgP = Dg,» entonces

d
p—p+2yp3:(), con p#0

dy
d
Ly 2yp* =0
dy
dp _
<o = 2yp" = pdp = —2ydy
y
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Ly
y2+01 _dlL’

pl=y*+Ci=>p=

= dr = (y* 4+ C)) dy

3

$:%+Cly+02

Hacer una sustitucion adecuada para resolver los siguientes ejercicios:

Ejercicio 1. eryg—z + e = loz
(Rta.: x%¢® =2rlnx — 2z + ¢)
d 4
Ejercicio 2. . Zy = 2g0eat
, dr x
(Rta.: —e +f =27 +¢)

Ejercicio 3. 2yy' + 2> +y* +2 =0
(Rta.: 22 +y*=x—1+ce ™)

Ejercicio 4. y?y’ = v/
(Rta.:Z + C%ln lcy—1|=x+c,y=k)

Ejercicio 5. 2z csc 29% = 2z — In(tan y)
(Rta.: In(tany) =z + cz™!)

Ejercicio 6. y" + (tanx)y’ =0
(Rta.: y = Cysenzx + Cy)

Ejercicio 7. ¢/ +1 = e " genx
(Rta.: e¥ = —e*cosx + ce ™)

. o« o dy 3. 1
Ejercicio 8. = + zy” sec el 0

(Rta.: 2? — seny =)

Ejercicio 9. dy — ysenz dr = yIn(ye®?® dx
(Rta.: In(In|ye®s?|) =z + C)
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Ejercicio 10. yy' + 2y?> —2 =0
(Rta.: 2 = 1+ Ce ™)

Ejercicio 11. 2/ = y + ze=
Yy

(Rta.: In|Cz| = —e %)

Ejercicio 12. z%y" — 2zy’ — (y/)? =0
(Rta.: % +Cx+C?In|C —z|= -y +C))

Ejercicio 13. yy" —y*y' — (y/)* =0
(Rta.: gln| x| =2+ C))

Ejercicio 14. g—i +es = Y
(Rta.: e = = In|Cxz|)

Ejercicio 15. g—i = CoS % + %
(Rta.: sec £ +tan 2 = Cr)

Ejercicio 16. La E.D.

dy _

I A(x)y* + B(x)y + C(x)

se le llama ecuacion de Ricatti. Suponiendo que se conoce una solucién parti-
cular y;(x) de esta ecuacion, entonces demostrar que la sustitucién y = yl—i—%,
transforma la ecuacion de Ricatti en la E.D. lineal en u de primer orden

d

L+ (B(@) + 240y )u = —A(x)
Hallar la solucién: a) 3 +y> =1+a2, b) v/ + 2xy =1 + 22 + 32
(Rta.:b)y =2+ (C —x2)™)

2.10. ANEXO CON EL PAQUETE Maple

Como con el paquete matematico Maple se pueden resolver Ecuaciones
Diferenciales, expondremos a continuacién varios ejemplos, los cuales solu-
cionaremos utilizando dicho paquete. Las instrucciones en Maple terminan
con punto y coma, después de la cual se da “enter” para efectuar la operacién
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que se busca.

Ejemplo 19. Hallar la solucién general de la E.D. Z—z =34

T

>int(1/y,y)=int (3/x,x)+C;
In(y) = 3 1In(x) + C
>solve(1n(y) = 3*1n(x)+C,y);

2
exp(C) x

Ejemplo 20. Hallar la solucién particular de la E.D. g—z = 2y(1 —1—952)_%, con
la condicién inicial y(1) = 1

> restart;

> diff_eql := D(y) (x)=x*xy(x) 3*%(1+x72)"(-1/2);

, L — @)
diff_eql :=D(y)(@) = 2y

> init_con := y(0)=1;
init_con :=y(0) =1

> dsolve( {diff_eql, init_con} , {y(x)} );

1

V21t +3
Ejemplo 21. Mostrar que la E.D. (2zy* +ye®)dz + (22°y +¢e® —1)dy = 0
es exacta y hallar la solucién general.

y()

> M:=2*x*xy 2+y*exp(x) ;

M:=4dxy +€°

> N:=2%x"2*y+exp(x)-1;

N:=22%y +e* — 1

> diff_E1:=2xx*(y"2) (x)+y(x)*exp (x)+(2xx~2*y (x) +exp (x)-1)*D(y) (x)=0;

diff_El :=2zy(z)* +y(x)e® + (22%y(z) +e® — 1)D(y)(z) = 0
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> dsolve(diff_E1,y(x));

11—e®—/(e?)? — 2e* + 1 — 422C1
T2 x? ’

11—e®++/(e")2 — 2e* + 1 — 422C1
T2 x?
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CAPITULO 3

APLICACIONES DE LAS
E.D. DE PRIMER ORDEN

3.1. APLICACIONES GEOMETRICAS

3.1.1. Trayectorias Isogonales y Ortogonales
)

g()

Figura 3.1

En la figura 3.1 se tiene que a@ = 8 + 7, luego v = a — 3, donde 7 es el
angulo formado por las tangentes en el punto de interseccion.

49
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Definicién 3.1 (Trayectorias Isogonales).

a). Dada una familia de curvas f(z,y,c¢) = 0, existe otra familia
g(x,y,c) = 0 que corta a la familia f bajo un mismo dngulo . A
la familia g se le llama la familia de trayectorias isogonales de f y
g(x,y,c) =0 es solucién de la E.D.:

B _ tana—tanp  f'(x) —g¢'(x) _ f'(x) -y
tany = tan(a — ) = l+tanatan 14 f/(z)g'(x) 1+ f(x)y

b). En particular, cuando v = 90°, a g se le llama la familia de trayectorias
ortogonales de f y en este caso g es solucion de la E.D.:

tanatan 8 = f'(z)g'(z) = =1 = f'(x)y

Ejemplo 1. Hallar las trayectorias isogonales a 45° de la familia

y(x+c) = 1.
Solucién:
tan 45" = 710,@) —y =
L+ f'(z)y’
por derivacion implicita:
L e+ o)=L
— (y(z+c)) = —
dx y dx
dy
7
y+ (z+c) -
@y Yy
dx T+ c
Enla ED.:
et A S
I+ (=R)v . (_%) , 1—yy

1=y ==~y =y -1)=1+y°

Y+l oyl

= dy =d
y?—1 y?+1 Y v
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2
1— —
( 1+y2) dy = dx

y—2tan 'y =2+ K

g(z,y,K)=0=y —2tan" 'y —o — K

Ejercicio 1. Hallar las trayectorias isogonales a 45° de la familia y = ce®*
donde ¢ y a son constantes.
(Rta.: y+2Injay — 1| =z +¢)

Ejercicio 2. Hallar las trayectorias ortogonales de la familia y? = ca3.
(Rta.: 222+ 3y% = Cy)

Ejercicio 3. Hallar las trayectorias ortogonales de la familia de hipérbo-
las equilateras zy = c.
(Rta.: 2?2 —y*=0C)

Ejercicio 4. Determinar la curva que pasa por (%, %) y corta a cada
miembro de la familia 2% + y* = ¢* formando un angul de 60°.
(Rta.: /3tan™! z i; In |22 + y?| + V3tan™? :1,) — = g)

Ejercicio 5. Hallar la familia de trayectorias ortogonales de la familia de
curvas y = C22%.
2
(Rta.: & +y* = 0O)

Ejercicio 6. Hallar la familia de trayectorias ortogonales de la familia de
curvas y = Cre ",
(Rta.: & =2+ C)

Ejercicio 7. Encuentre la curva que pertenece a la familia de trayectorias
ortogonales de la familia de curvas = +y = C1e¥ que pasa por (0,5).
(Rta.: y=2—x+3e™ %)

3.1.2. Problemas de Persecucion:

Ejemplo 2. Un esquiador acudtico P localizado en el punto (a,0) es
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remolcado por un bote de motor () localizado en el origen y viaja hacia
arriba a lo largo del eje Y. Hallar la trayectoria del esquiador si este se dirige
en todo momento hacia el bote.

Y

Q

P(z,y)

(a,0)
Figura 3.2

Solucion: del concepto geométrico de derivada se tiene que:
y' = tanf = —v/sec2f — 1,
pero de la figura 3.2 y teniendo en cuenta que P(Q) = a, se tiene que

PQ a
secl) = ——— = ——
x x

por lo tanto,

, donde x > 0,

/ a2 [aZ — 2
Y=—-vsec?—1l=—/ 5 -1=————
T T

separando variables:

&2 _ x2
dy = Y " gy,

Xz

por medio de la sustitucion trigonométrica x = sen a en el lado derecho de
la E.D., se llega a que:

\/n2 —_ 2
y:@ln [u} —‘/GQ—ZBQ—FC;
X
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como el esquiador arranca desde el punto (a,0), entonces las condiciones

iniciales son x = a, y = 0; sustituyendo en la solucién general, se obtiene

que C' = 0.

Luego la solucién particular es:

a++vVa2—a?
—

2 2

a® — T

y=ualn {
Ejercicio 1. Suponga que un halcén P situado en (a,0) descubre una
paloma (@) en el origen, la cual vuela a lo largo del eje Y a una velocidad v;

el halcon emprende vuelo inmediatamente hacia la paloma con velocidad w.

.Cual es el camino seguido por el halcén en su vuelo persecutorio?
z)“'% ( z

(Rta.:y = § {(“ “zgw +c] , donde ¢ = %)

1+ T - w2 —y2

Ejercicio 2. Un destructor esta en medio de una niebla muy densa que
se levanta por un momento y deja ver un submarino enemigo en la superficie
a cuatro kilometros de distancia. Suponga:

i) que el submarino se sumerge inmediatamente y avanza a toda maquina en
una direccién desconocida.
ii) que el destructor viaja tres kilémetros en linea recta hacia el submarino.
Qué trayectoria deberia seguir el destructor para estar seguro que pasara di-
rectamente sobre el submarino, si su velocidad v es tres veces la del submari-
no?

)

(Rta.: r=e

Ejercicio 3. Suponga que el eje Y y la recta x = b forman las orillas de
un rio cuya corriente tiene una velocidad v (en la direccién negativa del eje
Y). Un hombre esta en el origen y su perro esta en el punto (b,0). Cuando
el hombre llama al perro, éste se lanza al rio y nada hacia el hombre a una
velocidad constante w (w > v). Cual es la trayectoria seguida por el perro?

(Rta.: y=3[(3) — (2)v])

Sl

Ejercicio 4. Demuestre que el perro del Ej. anterior nunca tocard la otra
orilla si w < v.

Suponga ahora que el hombre camina rio abajo a la velocidad v mientras
llama a su perro. Podra esta vez el perro tocar la otra orilla?
(Rta.: Si, en el punto (0, —2))
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Ejercicio 5. Cuatro caracoles situados en las esquinas de un cuadrado
0, a] x [0, a] comienzan a moverse con la misma velocidad, dirigiéndose cada
uno hacia el caracol situado a su derecha. Qué distancia recorreran los cara-

coles al encontrarse?
(Rta.: a unidades)

3.1.3. Aplicaciones a la geometria analitica

Ejemplo 3. Hallar la ecuacién de todas las curvas que tienen la propiedad
de que el punto de tangencia es punto medio del segmento tangente entre los
ejes coordenados.

Solucién:
tana = f'(z) = — 2

f— Y s dy _ _de
y = x:>y_ T

In|y| = —In|z| + In|c|
ln|y|:—ln}§‘:>y:§:>xy:c

Ejercicio 1. Empleando coordenadas rectangulares hallar la forma del
espejo curvado tal que la luz de una fuente situada en el origen se refleje en
¢l como un haz de rayos paralelos al eje X.

(Rta.: y? = 2cx + ?)

Ejercicio 2. Una curva pasa por el origen en el plano XY, al primer
cuadrante. El drea bajo la curva de (0,0) a (z,y) es un tercio del drea
del rectangulo que tiene esos puntos como vértices opuestos. Encuentre la
ecuacion de la curva.

(Rta.: y = cx?)

Ejercicio 3. Encontrar las curvas para las cuales la tangente en un punto
P(z,y) tiene interceptos sobre los ejes X y Y cuya suma es 2(z + y)
(Rta.: zy = ¢)

Ejercicio 4. Hallar la ecuacién de todas las curvas que tienen la propiedad
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de que la distancia de cualquier punto al origen, es igual a la longitud del
segmento de normal entre el punto y el intercepto con el eje X.
(Rta.: 3% =422+ ¢)

Ejercicio 5. Hallar la ecuacion de todas las curvas del plano XY que
tienen la propiedad de que el tridngulo formado por la tangente a la curva,
el eje X y la recta vertical que pasa por el punto de tangencia siempre tiene
un area igual a la suma de los cuadrados de las coordenadas del punto de
tangencia.

(Rta.: Injey| = 2= tan™ (=)

Ejercicio 6. Hallar la ecuacién de todas las curvas del plano XY que
tienen la propiedad de que la porcién de la tangente entre (z,y) y el eje X
queda partida por la mitad por el eje Y.

(Rta.: y*> = Cx)

Ejercicio 7. Hallar la ecuacién de todas las curvas del plano XY que
tienen la propiedad de que la longitud de la perpendicular bajada del origen

de coordenadas a la tangente es igual a la abscisa del punto de contacto.
(Rta.: 22 +y*? = Cx)

Ejercicio 8. Hallar la ecuacién de todas las curvas del plano XY que
tienen la propiedad de que la razén del segmento interceptado por la tan-

gente en el eje OY al radio vector, es una cantidad constante k.
(Rta.: y = 5(Ca'™F — Za'th))

Ejercicio 9. Hallar la ecuacién de todas las curvas del plano XY para
las cuales la longitud del segmento interceptado en el eje Y por la normal a
cualquiera de sus puntos es igual a la distancia desde este punto al origen de
coordenadas.

(Rta.: y = 3(C2? — 3))

3.2. CRECIMIENTO Y DESCOMPOSICION

Existen en el mundo fisico, en biologia, medicina, demografia, economia,

etc. cantidades cuya rapidez de crecimiento o descomposicién varia en forma

proporcional a la cantidad presente, es decir, fl—f = kx con z(ty) = xg, 0 sea
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que

dx

— —kx=0

dt
que es una E.D. en variables separables o lineal en x de primer orden y cuya
solucién es x = Ceh

Como x(tg) = 29 = Cello = O = xoe~Fo

Por lo tanto la solucién particular es x = xge *0ekt = xyekft—t0)

En particular cuando t, = 0, entonces z = zye*

3.2.1. Desintegracion radioactiva

Si @ es la cantidad de material radioactivo presente en el instante ¢, en-

tonces la E.D. es % = —k(), donde k es la constante de desintegracion.

Se llama tiempo de vida media de un material radioactivo al tiempo nece-

sario para que una cantidad () se trasforme en %

S

Ejercicio 1. Si T es el tiempo de vida media, mostrar que () = Qo(%)

Ejercicio 2. Suponga que un elemento radioactivo A se descompone en
un segundo elemento radioactivo B y este a su vez se descompone en un
tercer elemento radioactivo C. Si la cantidad de A presente inicialmente es
xo v las cantidades de A y B son z e y respectivamente en el instante ¢ y si
k1 v ko son las constantes de rapidez de descomposicion, hallar y en funcién
de t.

(Rta.: Si ky # ky, entonces: y = I (e hf — e~hat)
si k; = ko, entonces y = kyzote *1t)

Ejercicio 3. Se ha encontrado que un hueso fosilizado contiene ﬁ de la
cantidad original de C'14. Determinar la edad del {6sil, sabiendo que el tiempo
de vida media del Cy4 es 5600 anos.

(Rta.: t~ 55,800 anos)
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3.2.2. Ley de enfriamiento de Newton

Si se tiene un cuerpo a una temperatura 7', sumergido en un medio de
tamano infinito de temperatura 7,, (7;, no varfa apreciablemente con el
tiempo), el enfriamiento de este cuerpo se comporta de acuerdo a la siguien-
te E.D.: z—f =—kf donde 0=T-T,,.

Ejercicio 3. Un cuerpo se calienta a 110°C' y se expone al aire libre
a una temperatura de 10° C. Si al cabo de una hora su temperatura es de
60° C'. ;Cudnto tiempo adicional debe transcurrir para que se enfrie a 30° C?

(Rta.: t = {22)

3.2.3. Ley de absorcion de Lambert

Esta ley dice que la tasa de absorcién de luz con respecto a una profundi-
dad x de un material translicido es proporcional a la intensidad de la luz a
una profundidad z; es decir, si I es la intensidad de la luz a una profundidad
x, entonces % = —kI.

Ejemplo 4. En agua limpia la intensidad [ a 3 pies bajo la superficie
es de un 25 % de la intensidad I en la superficie. ;Cudl es la intensidad del
rayo a 15 pies bajo la superficie?

Solucién:
r=0=1=1,
dl
— =—kI = I=Ce*®
dx
Cuvandox =0, =1, =C
Luego
I =1Iye ™
Cuando
r=3=1=0251,
luego,

0,251y = Iy e 3*

o=

= e " =(0,25)
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I = Io(e )" = I5((0,25)3)* = I4(0,25)%

para
1

wls

x=15= I = 1,(0,25)

por tanto
I = I)(0,25)°

Ejercicio 4. Si I a una profundidad de 30 pies es g de la intensidad en
la superficie; encontrar la intensidad a 60 pies y a 120 pies.

3.2.4. Crecimientos poblacionales

La razén de crecimiento depende de la poblacion presente en periodo de
procrear, considerando las tasas de natalidad y de muerte, el modelo que
representa dicha situacién es:

aQ
M

donde Q(t): poblacién en el instante t.

Ejercicio 5. Si en un analisis de una botella de leche se encuentran 500
organismos (bacterias), un dia después de haber sido embotelladas y al se-
gundo dia se encuentran 8000 organismos. ;Cual es el nimero de organismos
en el momento de embotellar la leche?

Ejercicio 6. En un modelo de evolucion de una comunidad se supone que
la poblacién P(t) se rige por la E.D ‘2—1: = % — %, donde ‘Z—f es la rapidez
con que nace la gente y % es la rapidez con que la gente muere.

Hallar: a) P(t) si 92 =k, Py 22 = kP

b) Analizar los casos en que ki > ko, ky = ko y k1 < ko

Ejercicio 7. Una persona de un pueblo de 1000 habitantes regresé con
gripa. Si se supone que la gripa se propaga con una rapidez directamente
proporcional al nimero de agripados como también al ntimero de no agripa-
dos. Determinar el niimero de agripados cinco dias después, si se observa que
el nimero de agripados el primer dia es 100.
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Ejercicio 8. Cuando se produce cierto alimento, se estima en N el
numero de organismos de una cierta clase presentes en el paquete. Al cabo
de 60 dias el nimero N ha aumentado a 1000/N. Sinembargo, el nimero
200N es considerado como el limite saludable. A los cuantos dias, después
de elaborado, vence el alimento.

(Rta.: 46.02 dias)

Observacién: un modelo mas preciso para el crecimiento poblacional es
. , . . . . . l Q .
suponer que la tasa per capita de crecimiento, es decir 5%~ es igual a la
tasa promedio de nacimientos, la cual supondremos constante, menos la tasa
promedio de defunciones, la cual supondremos proporcional a la poblacion,

por lo tanto la E.D. seria:

donde a y b son constantes positivas. Esta E.D. se le llama ecuacién logisti-
ca.
Resolviendo esta E.D. por variables separables se obtiene

Sient =0 setiene P = P, entonces la soluciéon particular es

. bPQth
" b—aPy + aPyet

P(t)

Por la regla de 'Hopital se puede mostrar que

lim P(t) = b

t—oo a

3.3. PROBLEMAS DE DILUCION

Una solucién es una mezcla de un soluto (que puede ser liquido, sélido o
gaseoso), en un solvente que puede ser liquido o gaseoso.

Tipos de mezclas o soluciones :
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i) Soluciones liquidas cuando disolvemos un sélido o un liquido en un
liquido.

ii) Soluciones gaseosas cuando se disuelve un gas en un gas.

Ecuacion de Continuidad:

Tasa de acumulacion = Tasa de entrada — Tasa de salida.

Caso 1. Una Salmuera (solucién de sal en agua), entra en un tanque a
una velocidad v; galones de salmuera/minuto y con una concentracion de ¢;
libras de sal por galén de salmuera (lib. sal/gal. salmuera).

Inicialmente el tanque tiene () galones de salmuera con P libras de sal di-
sueltas. La mezcla bien homogenizada abandona el tanque a una velocidad
de vy galones de salmuera/min.

Encontrar una ecuacién para determinar las libras de sal que hay en el tanque
en cualquier instante ¢.(Ver figura 3.3)

t=20 t>0
(o U1
C1 C1

P: libras de sal x: libras de sal

Q + (v1 — vq)t: galones

@: galones de salmuera
de salmuera

V2 V2

Ue, P

Figura 3.3

Sea xz(t) las libras de sal en el instante t.

dx
— = Tasa de acumulacién =

dt
= Tasa de entrada del soluto — Tasa de salida del soluto.
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Ccll—f = vy (gal.sol./min) ¢ (lib.sal/gal.sol.) — v, (gal.sol./min) cy(lib.sal/gal.sol.)
=101 — v °
QA (0 — ot

y obtenemos la E.D. lineal en x de primer orden:

p(t)

dx+’ UQA o

—_ r = VqC

dt ' Q+ (v) — )t \1(,3
q(t)

condiciones iniciales: t =0, x =P

Q+ (v1 —vo

p(t) i q(t) = vicy

1
FI. = elr®d — Jeorm =gy —

v
_ evi-v In |Q+(v1—v2)t|

v2

F.I. = [Q + (Ul — 1}2)t] v =2

luego

x P = /F.[. q(t)dt+C
con las condiciones iniciales 2(0) = P, hallamos C'y se concluye que x = f(t)
Ejercicio 1: resolver la anterior E.D. con v; = v,

Caso 2. Un colorante sélido disuelto en un liquido no volatil, entra a
un tanque a una velocidad v; galones de solucién/minuto y con una con-
centracion de ¢; libras de colorante/galon de solucién. La solucién bien ho-
mogenizada sale del tanque a una velocidad de v, galones de solucién/min.
y entra a un segundo tanque del cual sale posteriormente a una velocidad de
vs galones de solucién/min.

Inicialmente el primer tanque tenia P; libras de colorante disueltas en ()
galones de solucién y el segundo tanque P, libras de colorante disueltas en
()2 galones de solucion. Encontrar dos ecuaciones que determinen las libras
de colorante presentes en cada tanque en cualquier tiempo ¢.(Ver figura 3.4)
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t=0 t>0

e 1l

P; : libras de colorante

@1 : galones de solucion

U e,

P, : libras de colorante

()2 : galones de solucion

U3

e,
Figura 3.4

x: libras de colorante
Q1 + (v1 — vo)t: galones
de solucién Vg
| Ca

y: libras de colorante

Q2 + (vg — v3)t: galones
de solucion

x = libras de colorante en el primer tanque en el instante ¢.

y = libras de colorante en el segundo tanque en

E.D. para el primer tanque:

dz

at — U1€1 — U2Cy = U101

_ ____r
V2 Q1+ (v1—v2)t

dz T
dt + U2 Q1+(U1—U2)t

La solucién es: z = f(t) = ¢1[Q1 + (v1 — vao)t] + C[Q1 + (vy — va)t] »1772.

E.D. para el segundo tanque:

dy

el instante ¢.

= v1¢1, con la condicidn inicial t =0, x = P,

v2

dy v3 — V2 — V2

- = - e x - Y
dt U2C2 v3€3 U2 Q1+ (vi—v2)t U3 Q2+ (v2—v3)t

dt + Q2+ (v2—v3)t Y= Q1+ (vi—wv2)t r= Q1+(v1—v2

v3

F.I. =[Q2+ (vg —v3)t]"z="  para vy # vs.

Si v9 = w3 jCual seria su factor integrante?

Sf(B), t=0,y=P

U3
C3
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Ejercicio 2. Resolver el caso dos cuando v; = vy =v3=vy Q1 = Q2 =

0.

Caso 3. Una solucién liquida de alcohol en agua, esta constantemente cir-
culando entre dos tanques a velocidades vy y v3 galones/minuto. Si al primer
tanque también entra una solucion a una velocidad de vy
galones /minuto y de concentracién ¢; galones de alcohol/galén de solucién
y las cantidades iniciales en los tanques son P; y P, galones de alcohol en (),
y ()2 galones de agua respectivamente. Encontrar dos ecuaciones para deter-
minar los galones de alcohol presentes en cualquier tiempo en cada tanque
(Ver figura 3.5).

t=20

t>0
U1 U1
:|_| Vs V3
“ C3 |_| | | @ C3 | |
P, : galones de alcohol x: galones de alcohol
P, + Q) : galones P+ Q1+ (v1 +v3 — va)t:
de solucién Vs galones de solucién |4,
) 1)
P5: galones de alcohol y: galones de alcohol
Py + Q2 : galones Py + Qo + (vy — v3)t:
de solucién galones de solucién
Figura 3.5

x = galones de alcohol en el primer tanque en el instante ¢.
y = galones de alcohol en el segundo tanque en el instante .

E.D. para el primer tanque:

dx n
— = wicy + V33 — VoC
7l 1C1 3C3 2C
+v i U T
= 1 3 — V2
Q2 + Py + (vg — v3)t Q1+ P+ (v1 4+ vs — o)t
dx Uy V3

ar " = + 3.1
d Q1+P1+(U1+U3_U2)tx Q2+P2+(U2—U3)ty ner (3.1)
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E.D. para el segundo tanque:

dy
— = V9Cop — V3C
dt 202 303

(%] U3
p— x_
Q1+ P+ (v1 +v3 — va)t Q2+ Py + (vy — v3)t

y (32

Balance total: galones de alcohol presentes en los dos tanques en el ins-
tante ¢:

Bal.tot.= = +vy = P, + P> + v; (gal.sol./min) ¢; (gal.alcohol/gal.sol.) ¢

r+y=P+ P+t

luego
y= P +Ph+uvat—u (3.3)

(3.3) en (3.1):

dzx n Vs
At~ Qi1+ P+ (v1 +vg — o)t

Tr =

U3
Q2+P2+(U2—U3)t

(Pl + PQ + Ulclt — ZL’) + vy

dx ( Vg U3
— 4+ + T =
dt Q1+ P+ (v +v3 —w)t Qo+ Py+ (vg — v3)t
(P1 + P2 + Ulclt)U;),
Q2+P2+(U2—U3)t

+ v (34)
Con la condicion inicial: t =0, r = P;

Nota: no hay necesidad de resolver la ecuacién diferencial (3.2) porque
y:P1+P2+’U101t—.fL".

Caso 4. Un teatro de dimensiones 10 x 30 x 50mt.?, contiene al salir el
ptblico 0,1 % por volumen de CO,. Se sopla aire fresco a razén de 500 mt.?
por minuto y el sistema de aire acondicionado lo extrae a la misma velocidad.
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t>0
U1 V2

C1

z: mt? de CO,

Figura 3.6

Si el aire atmosférico tiene un contenido de CO4 del 0,04 % por volumen y el
limite saludable es de 0,05 % por volumen. ; En que tiempo podra entrar el
ptblico? (Ver figura 3.6)

Sea x =mt.? de CO, presentes en el teatro en el instante t.

Cantidad de CO; en el teatro en t = 0:

mt.?deCO,
mt.? de aire
Por la ecuacién de continuidad, tenemos
dx
dt

0,001 x 10 x 30 x 50mt.> = 15mt.?

= V1€ — V20 =

0,04
= 500mt.? aire/min. x ——mt.? CO,/mt.? aire

100
xmt.3CO,
10 x 30 x 50 mt.3 aire

— 500mt.? aire/min. x

_ L
30

por tanto, fli—f + 3 = 0,2, E.D. lineal de primer orden con p(t) = % y
Q(t) = 0,2

=0,2
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Solucién general: z =6 + Ce 5.
Condiciones iniciales: en ¢ = 0 se tiene que x = 15,
por tanto la solucion particular es:

x:6+9e_3_t0.

La cantidad de CO4 en el limite saludable es:

0,05
100

T x 10 x 30 x 50 = 7,5,

por tanto 7,5 = 6+ 9e~ %0 y despejando t se tiene que ¢ = 30In 6 = 53,75min.

Ejercicio 1. En un tiempo ¢ = 0 un tanque A contiene 300 galones de
salmuera en el cual hay 50 libras de sal y un tanque B con 200 galones de
agua pura. Al tanque A le entran 5 galones de agua/min. y la salmuera sale
a la misma velocidad para entrar al tanque B y de este pasa nuevamente al
tanque A, a una velocidad de 3 gal/min.

Calcular las cantidades de sal en ambos tanques en un tiempo ¢ = lhora =
60min..
(Rta.: tanque A = 29,62 libras, tanque B = 20,31 libras)

Ejercicio 2. Un tanque tiene inicialmente 100 galones de agua pura. Una
salmuera que contiene % libra de sal/galén de salmuera fluye al interior del
tanque a una rapidez de 2 galones/min. y la mezcla bien homogenizada sale
del tanque con la misma velocidad. Después de 10 minutos el proceso se de-
tiene y se introduce al tanque agua pura con una rapidez de 2 galones/min,
abandonando el tanque a la misma velocidad.

Determinar la cantidad de sal en el tanque cuando han pasado un total de
20 minutos.

(Rta.: 7,34 libras)

Ejercicio 3. Un tanque contiene 100 galones de salmuera; 3 galones de
salmuera la cual contiene 2 libras de sal/galén de salmuera entran al tanque
cada minuto.

La mezcla asumida uniforme sale a una velocidad de 2 gal/min. Si la concen-
tracién es de 1,8 libras de sal/galén de salmuera al cabo de 1 hora, Calcular

las libras de sal que habian inicialmente en el tanque.
(Rta.: 118,08 libras)
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Ejercicio 4. Un depésito contiene 50 galones de salmuera en las que
estan disueltas 25 libras de sal. Comenzando en el tiempo t = 0, entra agua
al depdsito a razén de 2 gal./min. y la mezcla sale al mismo ritmo para entrar
a un segundo depdsito que contenia inicialmente 50 galones de agua pura.La
salmuera sale de este depdsito a la misma velocidad.Cudndo contendra el
segundo depdsito la mayor cantidad de sal?

(Rta.: cuando t > 25 minutos)

Ejercicio 5. Un tanque contiene inicialmente agua pura. Salmuera que
contiene 2 libras de sal/gal. entra al tanque a una velocidad de 4 gal./min.
Asumiendo la mezcla uniforme, la salmuera sale a una velocidad de 3 gal. /min.
Si la concentracién alcanza el 90 % de su valor maximo en 30 minutos, cal-

cular los galones de agua que habian inicialmente en el tanque.

(Rta.: Q= <1/%)_1)

Ejercicio 6. El aire de un teatro de dimensiones 12 x 8 x 4 mt.? contiene
0,12% de su volumen de CO,. Se desea renovar en 10 minutos el aire, de
modo que llegue a contener solamente el 0,06 % de CO,. Calcular el nimero
de mt.? por minuto que deben renovarse, suponiendo que el aire exterior con-
tiene 0,04 % de CO,.

(Rta.: 53,23 mt.3 de aire/minuto)

Ejercicio 7. Aire que contiene 30 % de oxigeno puro pasa a través de un
frasco que contiene inicialmente 3 galones de oxigeno puro. Suponiendo que
la velocidad de entrada es igual a la de salida; hallar la cantidad de oxigeno
existente después de que 6 galones de aire han pasado por el frasco.

(Rta.: 1,18 galones)

Ejercicio 8. Un tanque contiene 50 litros de agua. Al tanque entra
salmuera que contiene k gramos de sal por litro, a razén de 1.5 litros por
minuto. La mezcla bien homogenizada, sale del tanque a razén de un litro
por minuto. Si la concentracién es 20 gr/litro al cabo de 20 minutos. Hallar
el valor de k.

(Rta.: k = 47,47)

Ejercicio 9. Un tanque contiene 500 galones de salmuera. Al tanque
fluye salmuera que contiene 2 libras de sal por galén, a razon de 5 galones
por minuto y la mezcla bien homogenizada, sale a razén de 10 galones por
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minuto. Si la cantidad maxima de sal en el tanque se obtiene a los 20 minu-
tos. Cual era la cantidad de sal inicial en el tanque?
(Rta.: 375 libras)

Ejercicio 10. Un tanque contiene 200 litros de una solucién de colorante
con una concentracién de 1 gr/litro. El tanque debe enjuagarse con agua
limpia que entra a razén de 2 litros/min. y la solucién bien homogénizada
sale con la misma rapidez. Encuentre el tiempo que trascurrira hasta que la
concentracion del colorante en el tanque alcance el 1% de su valor original.
(Rta.: 460.5 min.)

3.4. VACIADO DE TANQUES

Un tanque de una cierta forma geométrica esta inicialmente lleno de agua
hasta una altura H. El tanque tiene un orificio en el fondo cuya area es A
pie?. Se abre el orificio y el liquido cae libremente. La razén volumétrica de

salida % es proporcional a la velocidad de salida y al area del orificio, es
decir,

dQ

— =—kA

dt Y

aplicando la ecuacion de energia: %va = mgh = v = +/2gh, por lo tanto,

% = —kA+\/2gh
donde g = 32 pie/seg? = 9,81 mt./seg.?

La constante k£ depende de la forma del orificio:

= Si el orificio es de forma rectangular, la constante k£ = 0,8.

= Si el orificio es de forma triangular, la constante 0,65 < k& < 0,75.
= Si el orificio es de forma circular, la constante k = 0,6.

Caso 1. Cilindro circular de altura Hy pies y radio r pies, dispuesto en
forma vertical y con un orificio circular de didmetro ¢” (pulgadas) (Ver figura
3.7).
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e ————

Figura 3.7

% = —kA+\/2gh

2 2
% — —06n <%) VIX TR B —48m

h
576 vh
pero

a " dt
Como (3.5)= (3.6): mr2d = 257 42/},
y separando variables:
dh 48 5
e
Vh 57672
4.8
h™2dh = ——— ¢
57612 ¢
e integrando: 2v/h = 576T2 S p*t+C.

Con las condiciones iniciales: ¢t = 0. h

Hy, hallamos la constante C'

(3.5)

(3.6)
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Figura 3.8

El tiempo de vaciado (t,): se obtiene cuando h = 0. Hallar ¢,

Caso 2. El mismo cilindro anterior pero dispuesto horizontalmente y con
el orificio en el fondo (Ver figura 3.8).

dQ 4 87>
2 = kA 20h = — :
= kA\/2¢g 6 Vh (3.7)

pero de la figura 3.8, tenemos:

dQ) = 2x x Hy x dh

y también
(-0 +h—-rP=r*=2>+h—2rh+r°=1"
luego
x = \V2rh — h?
sustituyendo

dQ = 2v/2rh — h? Hy dh
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_,|¢”|<_

Figura 3.9
40 dh
— = 2HyV2rh—h?— .
= i 0 r i (3 8)
(3.8) = (3.7):
dh  4.87¢”
2HyV2rh — h?2 — = —- h
oV dt 576 VI
dh 4 2
2HVh/2r — ha = — ,S;rgzﬁ Vh, donde h#0
4,87 }?
Vor —hdh= ——2"
g 2 % 576 H,

condiciones iniciales:
entg =0 h = 2r, con ella hallo constante de integracion.

El tiempo de vaciado ¢, se produce cuando h = 0. Hallar ¢,.

Caso 3. Un cono circular recto de altura Hy y radio R dispuesto verti-
calmente con orificio circular en el fondo de didmetro ¢” (Ver figura 3.9).

d i\ 2
d—Cf = —kA\/Qg = —0,67 <§—4) V2 x 32h
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dQ 487>
— == h :
dt 576 vh (39)
Por semejanza de triangulos tenemos que:
R  H, Rh
o0 =__ 3.10
r h - HO ( )
y como d@Q = wr?dh entonces, sustituyendo (3.10): dQ = w%gz dh
dQ nR? ., dh
dt HZ  dt (3.11)
B  xR%2392dh _ 4.87m¢?
(3.9) = (3.11): T he % = o vh
3 dh 4.8¢% Hy
22 = ——
= h2 562

Condiciones iniciales: cuando t = 0, h = H,
El tiempo de vaciado t, se produce cuando h = 0. Hallar ¢,,.

Ejercicio 1. Un tanque semiesférico tiene un radio de 1 pie; el tanque
esta inicialmente lleno de agua y en el fondo tiene un orificio de 1 pulg. de
diametro. Calcular el tiempo de vaciado.

(Rta.: 112 seg.)

Ejercicio 2. Un cono circular recto de radio R y altura H tiene su vértice
hacia abajo. El tanque tiene un orificio en el fondo cuya area A es controla-
da por una valvula y es proporcional a la altura del agua en cada instante.
Suponiendo que el tanque esta lleno de agua, calcular el tiempo de vaciado.
Del tiempo de vaciado, jqué porcentaje es requerido para vaciar la mitad del
volumen?

(Rta.: el porcentaje requerido para bajar la mitad del volumen es 29,3 %)

Ejercicio 3. Un tanque cubico de lado 4 pies, esta lleno de agua, la cual
sale por una hendidura vertical de % pulg. de ancho y de 4 pies de alto. Encon-
trar el tiempo para que la superficie baje 3 pies. (Ayuda: encontrar el niimero
de pies ciibicos por segundo de agua que salen de la hendidura cuando el agua
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tiene hpies de profundidad).
(Rta.: 360 segundos.)

Ejercicio 4. Encontrar el tiempo requerido para llenar un tanque ciibico
de lado 3 pies si tiene un orificio circular de 1 pulg. de didmetro en la base y
si entra agua al tanque a razén de 7 pies® /min.
(Rta.: 26 min, 14 seg.)

Ejercicio 5. Un tanque rectangular vacio de base B? pies?, tiene un agu-
jero circular de area A en el fondo. En el instante ¢ = 0, empieza a llenarse a
razén de E pies cubicos por segundo. Hallar £ en funcion de h. Mostrar que si
el tanque tiene una altura H, nunca se llenarfa a menos que E > 4,8 Av/H.

(Rta.: t =2 {bIn 2~ —\/E], b>Vh, donde, a = 452, b= £

Ejercicio 6. Un embudo de 10 pies de diametro en la parte superior y 2
pies de diametro en la parte inferior tiene una altura de 24 pies. Si se llena
de agua, hallar el tiempo que tarda en vaciarse.

(Rta.: 14,016 seg.)

Ejercicio 7. Un tanque con una cierta forma geométrica esta lleno de
agua. El agua sale por un orificio situado en la base a una rata proporcional
a la raiz cuadrada del volumen restante en el tanque en todo tiempo ¢. Si el
tanque contiene inicialmente 64 galones de agua y 15 galones salen el primer
dia, calcular el tiempo en el cual hay 25 galones en el tanque.

(Rta.: 72 horas)

Ejercicio 8. Un embudo de 5 pies de radio en la parte superior y 1 pie
de radio en la parte inferior tiene una altura de H pies. Si se llena de agua:
a) Hallar el tiempo de vaciado; b) Del tiempo de vaciado qué porcentaje es
necesario para que el nivel baje a %?

(Rta.: a) 2,86/ H; b) 86.41 %)

3.5. APLICACIONES A LA FISICA

Caso 1. Caida libre. (Ver figura 3.10)
Por la segunda ley de Newton (ver textos de Fisica), se llega a que:
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Q

Figura 3.10

o d fdey o dv o
az” Ma\a) """

dv
o 9Tv=y9 + 01

tomemos como condiciones iniciales:

t=0 v=9v9=v=gt+ v

por lo tanto, ‘fl—f = gt + vy, e integrando, obtenemos:
t2
Tr = 97 + ’Uot + Cg

y tomemos las siguientes condiciones iniciales: t = 0 x = xg

gt?
= T = 7+U0t+$0

Caso 2. Caida con resistencia del aire.
Por la segunda ley de Newton (ver textos de Fisica), se llega a que:
d*x

m@:mg—kv
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dividiendo por m

&z ko
dt2_g m
w_ ok
dt_g m

obtenemos la E.D. lineal en v

dv k

E—FEU: g.

Hallemos el F.I.
FI = efﬁdt = e%t

resolviéndola

L3 LA
vem' = —gem" +(C
kg

m
V=79 1 Cemmt,

Supongamos que las condiciones iniciales son: ¢ = 0, v =0 (es decir,
parte del reposo), entonces

mg myg
0= "9, ¢ c- "9
p Y= 2

v= — — m

k k k
obsérvese que cuando ¢ — 0o = v — =L,

GG gt = T (1 gt

Resolviendo para x y teniendo como condiciones iniciales t =0y x =0
se llega a que:
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Caso 3. Cuerpos con masa variable.

Por la segunda ley de Newton para masa variable (ver textos de Fisica),
se llega a que:

d d dm
F=2 L)y =S"F an
o (mv) = o (mw) Z + (v+w) -

donde, Y F': Fuerzas que actiian sobre el cuerpo,
w: velocidad en relacion a m de las particulas que se desprenden del cuerpo.

dv dm dm dm
> “Lne F whe >
m— + v Z o

por tanto,
dv dm
- F + w—
my = 2 Ftey

Ejemplo 5. Un cohete con masa estructural my, contiene combustible de
masa inicial msy; se dispara en linea recta hacia arriba, desde la superficie de
la tierra, quemando combustible a un indice constante a (es decir, dd—T = —a,
donde m es la masa variable total del cohete) y expulsando los productos
de escape hacia atras, a una velocidad constante b en relacién al cohete. Si
se desprecian todas las fuerzas exteriores excepto la fuerza gravitacional mg,
donde ¢ la suponemos constante; encontrar la velocidad y la altura alcanza-

da en el momento de agotarse el combustible (velocidad y altura de apagado).

Solucién:
Como %—T = —a=m= —at+Cy
Ent= 0, m= my;-+msyluego m; +mo = —a 0 + C; por tanto,
Ci=mi+mg, = m=mq+mg—at
Como w = —b entonces,
m%— - g—ba;—:?im%— —mg — b(—a)

0 sea que, m‘fi—;’ = —mg + ab
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Reemplazo m: (my +my — at)% = —(my + my — at)g + ab
dividiendo por m; +my —at: ¥ = —g + mlJraTbrat

v
dt
luego
ab
v= —gt——Injmy +my —at|+ Cy = —gt —bln|my + my — at| + Cs
a

Condiciones iniciales: en t = 0, v= 0= 0= 0—0bln|my + ms| + Cs
por tanto Cy = bln|my + ms|

v= —gt—>bln|my +my —at|+bln|m; +my| = —gt +bln kil

m1+m2—at

Pero tenfamos que m = m;+ms—at y como el tiempo de apagado se produce
cuando m = my ya que no hay combustible, es decir, m; = my; + mq — at.
Por tanto at = my =t = *2 o sea que cuando t = =2 = v = velocidad de
apagado.

Sustituyendo, queda que

v= -2 4 pln ™ + T
a ml—i—mg—a%
luego v = =72 4+ pIn [—mﬁfz}

De la misma manera se encuentra que h, = altura alcanzada al acabarse

m3g  bmy  bmy n my
2a? a a mi + ms

el combustible = —
Caso 4. Cuerpos en campo gravitacional variable. (Ver figura 3.11)
Por la ley de Gravitaciéon Universal de Newton (ver textos de Fisica):

GMm
(x + R)?

donde,

x: la distancia del cuerpo a la superficie de la tierra.
M: la masa de la tierra.

m: la masa del cuerpo.

R: el radio de la tierra.

G la constante de gravitacién universal.
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m
+
Figura 3.11
Se define el peso de un cuerpo como w(z) = (lﬁ—%z, donde k1 = GM.

Si z = 0, entonces el peso del cuerpo de masa m en la superficie de la tierra

es: w(0) = mg = ]‘}1%—2””, entonces k; = gR?, por lo tanto el peso de un cuerpo
a una distancia z de la superficie de la tierra es: w(x) = (’;fg;.

Ejemplo 6. Se lanza un cuerpo de masa m hacia arriba de la tierra con
velocidad inicial vy. Suponiendo que no hay resistencia del aire, pero tomando
en cuenta la variacion del campo gravitacional con la altura, encontrar la
menor velocidad inicial vy que necesita el cuerpo para que no regrese a la
tierra. Esta velocidad inicial vy se le llama velocidad de escape (Ver figura
3.12).

Solucién:
m %~ i) = I
B  (z+ R)?

donde el signo menos indica que la direcciéon de la fuerza es hacia el centro
de la tierra.

Cancelando m, y resolviendo la ecuacién diferencial resultante y poniendo
como condiciones iniciales, en t =0, x = 0 y v = vy, se llega a que:
29 R?
z+ R

v* =] — 2gR +

>0
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Figura 3.12

Por lo tanto, v3 > 2gR
de aqui concluimos que la velocidad de escape vy = /29 R

Ejercicio 1. Un torpedo se desplaza a una velocidad de 60 millas/hora
en el momento de agotarse el combustible; si el agua se opone al movimiento
con una fuerza proporcional a su velocidad y si en una milla de recorrido
reduce su velocidad a 30 millas/hora. ;A que distancia se detendrd?

(Rta.: 2millas)

Ejercicio 2. En el interior de la tierra la fuerza de gravedad es propor-
cional a la distancia del centro, si se perfora un orificio que atraviese la tierra
de polo a polo y se lanza una piedra en el orificio con velocidad vy, con que
velocidad llegarda al centro?

(Rta.: v = /gR+ v, donde R es el radio de la tierra.)

Ejercicio 3. Una bala se introduce en una tabla de h = 10 cm. de espe-
sor con una velocidad vy = 200 mt/seg, traspasandola con v; = 80 mt/seg.
Suponiendo que la resistencia de la tabla al movimiento de la bala es pro-
porcional al cuadrado de la velocidad. Hallar el tiempo que demora la bala
en atravesar la tabla.

.4 ho(vi—wo) __ 3
(Rta.: ¢ = Uozl 1;(”?> = Toomzs o)

vo
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Ejercicio 4. Una cadena de 4 pies de longitud tiene 1 pie de longitud
colgando del borde de una mesa. Despreciando el rozamiento, hallar el tiem-
po que tarda la cadena en deslizarse fuera de la mesa.

(Rta.: t = \/gln(él +1/15) seg.)

Ejercicio 5. Un punto material de masa un gramo se mueve en linea
recta debido a la accién de una fuerza que es directamente proporcional al
tiempo calculado desde el instante ¢ = 0 e inversamente proporcional a la
velocidad del punto. En el instante ¢t = 10 seg., la v = 50cm/seg y la f = 4
dinas. Qué velocidad tendra el punto al cabo de un minuto desde el comienzo
del movimiento?

(Rta.: v = v/72500 cm./seg.= 269,3 cm/seg.)

Ejercicio 6. Un barco retrasa su movimiento por accién de la resistencia
del agua, que es proporcional a la velocidad del barco. La velocidad inicial
del barco es 10 mt/seg, después de 5 seg. su velocidad serd 8 mt/seg. Después
de cuanto tiempo la velocidad serd 1 mt/seg ?

(Rta.: t = —511;’5% seg.)

Ejercicio 7. Un cuerpo de masa M se deja caer desde el reposo en un
medio que ofrece una resistencia proporcional a la magnitud de la velocidad.
Encuentre el tiempo que transcurre hasta que la velocidad del cuerpo alcance
el 80 % de su velocidad limite.

(Rta.: t = —211n0,2)




CAPITULO 4

TEORIA DE LAS E.D.O.
LINEALES

4.1. INTRODUCCION

Utilizando algebra lineal, estudiaremos la E.D.O. lineal de orden n con
coeficientes constantes.

d™y d" 1ty dy
n; n— + ...+ — +a :hl',
I dn ta Y a1 N oy (z)
donde h(z) es una funcién continua en I = [a,b] v ag,a1,as,...,a, son
constantes y a, # 0.

Notacion y conceptos:

i) %: D,

Si no hay ambigiiedad con respecto a la variable independiente, tomare-
mos: D, = D.

L= £ (E)= D= 2= D

en general, L= = D™ = D™ = D, (D)

81
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i) 1= [a,b]

iii) Cla,b] = C(I) : clase de todas las funciones continuas en el intervalo /

C’'la,b] = C'(I) : clase de todas las funciones que tienen primera
derivada continua en I (o funciones continuamente diferenciables en I).

C'(I) C C(I) ya que toda funcién que es derivable en [ es continua en
I

C*(I) = C?[a,b] : la clase de todas las funciones que tienen segunda
derivada continua en /.

En general, C"(I) = C"[a,b] : clase de todas las funciones que tienen
derivada de orden n continua en I.

Obsérvese que: C(I) D C'(I) D C*(I) D> ...DC™(I) D ...
Si f,ge C(I)y a € R, definimos:

a) Vo I+ (f+g)(@) = [(x) +g(a) € C(I)

b) Ve e I: (af)(zx) = af(x) € C(I)

En general, si

f,geC™(I) = Vexel: (f+g)(x)=f(x)+g(x) e C"(I)4.1)

Veel: (af)(z) = af(x) e C"(I) (4.2)

Con las operaciones definidas en a) y b) podemos probar que C(I) es
un espacio vectorial sobre R.

Y de (4.1) y (4.2) podemos concluir que C™(I) es un subespacio vecto-
rial de C'(1) para n > 1.
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En general, si n > m, entonces C™(I) es subespacio vectorial de C™([).

Nota: estos espacios son de dimensién infinita.

iv) Como L(f+g)(z) = £(f(2) +9(2)) = £f(2) + Fo(x)
es lo mismo que D(f + g)(x) = D(f(x) + g(x)) = Df(z) + Dg(x)
y también D(af)(x) = D(af(x)) = aDf(x),

por tanto, podemos decir que D : C'(I) — C(I) es una transformacién
lineal .

Anélogamente, D?: C?(I) — C(I) es una transformacién lineal.
En general, D" : C™(I) — C(I) es una transformacién lineal.

Por definicion D° : C(I) — C(I) es la transformacién identidad, es
decir, f+ Df = f.

En el algebra lineal se tiene que si 74y : U — V y Ty : U — V son
transformaciones lineales, entonces,

Tn+T1T,:U — V
Tr (T1 +T2)(ZL’) = Tl(ZL’) +T2(ZL’)

aTi: U —» V
r — (a1h)(z) = aTi(x)

son también transformaciones lineales. Por ejemplo: D 4+ D? es una Trans-
formacién Lineal, definida por:

D+ D*: C*(I) = C(I)
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En general:
an(2)D™ + ap_1(2) D" + - 4 ay(2)D + ag(z)D° : C™(I) — C(I)
es una Transformacion Lineal.

Esta Transformacién Lineal se le denomina operador diferencial lineal
de orden n, donde a,(z),...,ap(x) son funciones continuas en I y a,(z) # 0
en /.

Este operador diferencial se denota por:

L(D) = an(x)D" + an_1(2)D" ' + -+ ay(2)D + ag(x) D°
operador diferencial de orde;; n con coeficientes variables

Siye C"(I) = L(D)y € C(I)

Ejemplo 1. Si L(D) = D+ p(z) = D+ 2z y f(x) = 2. Aplicar L(D)
a la funcién f(x)
Solucién:

y = 2*2eC'(I)
L(D)(z*) = (D + 22D°)(z?)
= D(2*) + 22D (%) = 21 + 2x2?
= 2z+22° € O(I)

Observacién: Resolver la E.D. L(D)y = 0 es lo mismo que hallar el
ntcleo del operador diferencial L(D).

Ejemplo 2. Hallar el nticleo del operador L(D) = D + 2xD°
Solucién:

(D + 22Dy = 0 = Dy + 2zy = 0 (E.D lineal en y con p(x) = 2z y
Q(z) =0)

FI = el2wde o p — 2

2

ye" = [ x0de +C =y= Ce™
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Nicleo L(D) = {Ce " /C € R}

x

_ 2 , . 7z
como e~ *" genera todo el niucleo = dim ntucleo = 1.

Teorema 4.1 (Principio de superposicién).

Si y1,Ya, - - ., Yy pertenecen al niicleo de L(D), entonces la combinacion li-
neal: ' Ciy; y n> 1 estd en el niicleo de L(D)

Demostracién: sea y = Cyy; + Coya + ... + Cpy,, veamos que y estd en el
ntcleo, es decir, veamos que L(D)y =0 .

Como y1,¥a, - . ., Yn estén en el ntcleo de L(D), entonces L(D)y; = 0, para i =
1,....n

Como L(D) es un operador lineal, entonces

L(D)y = L(D)(i Ciyi) = i L(D)(Ciyi) = i CiL(D)yi =0

luego y esta en el nucleo de L(D) |

Producto de Operadores Diferenciales:
Analicemos esta operacién con un ejemplo, sean:

Li(D)=D+2D",  Ly(D)= D?+3D°

Li(D)Ly(D) : C3*(1) — C(I)

es una Transformacion Lineal

operador operador
7\ 7\

- Y ~

Li(D)Ly(D)y = (D +2D° (D* +3D%y

donde y es una funcion

=(D+ 2D02 £D2y + 3D%)

opelzgtdor funcién
= D(D?y) + D(3D") + 2D°(D?y) + 2D°(3D"y)
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= D% + 3Dy +2D%*y + 6D"%
= (D*+2D*+3D +6D")y
Li(D)Ly(D) = D* +2D* + 3D + 6D°

De la misma manera se calcula Lo(D)Ly (D), con el siguiente resultando:
Lo(D)Ly(D) = D + 2D? + 3D + 6D° = L, (D) Ly(D)

lo cual nos permite decir que el producto es conmutativo siempre y cuando
los coeficientes sean constantes.

Cuando Ly (D) y Lo(D) tienen coeficientes variables, entonces, en general
L1(D)Ly(D) # La(D)L1(D).

Ejemplo 3. Li(D) = D + 2D, Ly(D) = 2D*+ D + 2D°
Primero hallemos Ly (D) Ly(D), para ello calculemos

Li(D) Ly(D)y = (D +2D")(xD*+ D + 2Dy
= (D + xD°)(xD*y + Dy + 2D%)
= D(zD?y) + D*y + D(xy)+ 2D (2 D*y) + (2D°) Dy+
+ (2D%) (D)
= 2Dy + D*y + D*y +xDy +y + 2°D*y + 2Dy + 2%y
= xD%j + (2 + 2*)(D%) + 20Dy + (1 + 2°)y

por lo tanto
Li(D) Ly(D) = zD* + (2+ 2®)D* + 22D + (1 + 2*) D°
Ahora hallemos Lo(D) L1(D) de la siguiente manera:

Ly(D) Li(D)y = (xD*+ D + 2D°)(D + D)y

= (zD* + D + zD°)(Dy + x D)

= (xD* + D + 2D°)(Dy + wy)

= 2D*(Dy + zy) + D(Dy + zy) + 2D°(Dy + zy)

= 2D*(Dy) + xD*(zy) + D(Dy) + D(xy) + 2(Dy + zy)
= 2D%y + xDD(zy) + D*y + 2Dy +y + Dy + 27y
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=D +2D(zDy +vy) + D*y + 2Dy + y + Dy + 2°y

= 2Dy + x(D(xDy) + Dy) + D*y + 2Dy + y + 2Dy + 1°y

= 2D%y + x(zD*y + Dy + Dy) + D*y + 2Dy +y + 2Dy + 2%y
= 2Dy + x(xD*y + 2Dy) + D*y + Dy +y + Dy + 2%y

= 2D% + 2°D*y + 2eDy + D*y + 2Dy + y + Dy + 2y

= 2D’ + (2* + 1)D*y + (3x + 1)Dy + (z° + 1)y

= (@D*+ (2> +1)D*+ 3z + 1)D + (2* + 1) D"y

Luego Lo(D)Li(D) = zD* + (2* + 1)D* + (3z + 1)D + (2* + 1)D° #
L1(D) Ly(D)

Definicién 4.1 (Condicién inicial). Es una o varias condiciones que se le
colocan a una E.D.QO. en un punto.

Ejemplo 4. y”+k*y = 0, con las condiciones iniciales: y(0) = 1,7/(0) = 1

Definicién 4.2 (Condicién de Frontera). Es una o varias condiciones que
se le colocan a una E.D.QO. en varios puntos.

Ejemplo 5. 3" + k’y = 0, con las condiciones de frontera:
y(0)=1,  y(1)=1

Los teoremas que se enuncian a continuacién son teoremas de existencia
y unicidad, se demuestran en el Apéndice A.

Teorema 4.2 (de Picard).

Si f, g—i son continuas en un rectdangulo R : |x| < a y |y| < b, entonces

existe un intervalo |x| < h < a en el cual existe una solucién tnicay = ¢(z)
del problema de valor inicial (P.V.I.): y' = f(z,y) con y(0) = 0.

Nota:
a) La condicién inicial y(0) = 0 también puede ser cambiada por la condi-

cién inicial y(a) = b con (a, b) en el rectangulo R

b) Esimportante anotar que este es un teorema de validez local, es decir, se
cumple en un intervalo que contiene al punto donde se da la condicion
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inicial, por fuera de este intervalo puede ocurrir que la solucién no
sea Unica; pero cuando el operador diferencial es lineal y todos los
coeficientes a;(x) para i = 0,1,...,n son continuos en R y a, # 0 en
R (en particular cuando los a;(z) son constantes para i = 0,1,...,n),
entonces la solucién es continua y global, es decir, se cumple en todo
R, como se demuestra en el corolario A.1 del Apéndice.

Teorema 4.3.
Sea L(D) un operador diferencial lineal de primer orden en el intervalo I y

sea xg € I, entonces Vyy el P.V.I.: L(D)y = Q(x) con y(xy) = yo tiene una
solucién tinica.

Teorema 4.4.
Sea L(D) un operador diferencial lineal de orden n en [ y sea xo un elemento

de ese intervalo (xy € I), entonces Y yo,y1,- .., Yn—1 reales cualesquiera el
P.V.I: L(D)y = h(x), con

y(20) = yo, ¥ (x0) = y1, ¥ (0) = v2, - -, 4" (w0) = Yn_1,

tiene una unica solucion.

Ejemplo 6. Teniendo en cuenta el Teorema de Picard, analizar la E.D.

zy' =2y, y(=2) =4

Solucién: obsérvese que esta E.D. es lineal, con a;(x) = x y por tanto
a1(0) = 0 (es decir, a;(z) no es diferente de cero Yz € R), lo que indica
que la solucién no es global, como lo veremos a continuacion.

Separando variables, obtenemos la siguiente solucién general

y = Ca?,
y para la condicién inicial y(—2) = 4 se tiene que C' = 1. De la E.D. tenemos
que y' = f(z,y) = 2% Por lo tanto f(z,y) = 2%y g—g = 2 son discon-
tinuas en x = 0, como la condicién esta dada en x = —2, entonces estas

funciones son continuas en este punto y por el Teorema de Picard existe un
intervalo, en este caso (—oo, 0), para el cual la solucién es tinica y es y = 22,
por fuera de este intervalo, por ejemplo en R, puede no ser tnica, por ejemplo

N x?, si <0 2%, si <0
= s e X = .
Y Y —2%, si x>0 Y Y 0, =i x>0
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son soluciones en R y todas tres pasan por el punto (—2,4) como lo vemos
en la figura 4.1

Figura 4.1

Ejemplo 7. Dada las condiciones iniciales y(—2) =1, ¢/(-2)=1yla
solucién general y = Cy + CyIn|z| de la E.D. zy” + 4’ = 0, hallar C; y C5 .
Solucién:

Solucién general (como lo veremos més adelante) es: y = C} + CyIn ||

y:1201+02111‘—2‘
Y =1=2=0C=-2=1=C+(-2)In2
=0 =1+2In2

luego y = 1+2In2 — 2Injz| esta es la solucién unica en (—oo,0) que
pasa por el punto (—2,1).
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4.2. DIMENSION DEL ESPACIO VECTO-
RIAL SOLUCION DE UNA E.D.O.

Dijimos que C™(I) tiene dimensién infinita, pero el espacio solucién de la
E.D.O. L(D)y = 0 (con L(D) un operador diferencial lineal de orden n), es el
nticleo de L(D), el cual tiene dimensién n, como lo veremos en los teoremas
que expondremos a continuacion.

Definicion 4.3.

a) Decimos que las n funciones yi, Yo, . . ., Y, son linealmente dependi-
entes en un intervalo I si existen constantes C,Cy, ..., C, no todas
nulas tales que

Ciyi(z) + Coya(z) + ... + Cryn(x) =0
para todo x en 1.

b) Si para todo x en I
Ciyi(z) + Caya(z) + ... + Cryn(x) =0

implica que C; = Cy = ... = C,, = 0, entonces decimos que y1, Yz, - - -, Yn
son linealmente independientes en el intervalo I.

Nota: demostrar que n funciones son linealmente independientes es a ve-
ces complicado, pero cuando las n funciones son soluciones de una E.D. lineal
homogénea el problema se vuelve méas sencillo, utilizando el Wronskiano.

Definicién 4.4 (Wronskiano). Sean y;(x), y2(z), ..., yn(z) en C"71(I), el
determinante:

() ya(x) . yn(2)
n(x) ) o ()
W(ylay27"'7yn) = det . . . .
n—1 n—1 n—1
' V@) @) e (@)
con x € 1, se le llama el Wronskiano de y;(x), y2(x), ..., yn(x).

Obsérvese que el Wronskiano depende de la variable x.
En particular cuando n = 2, el Wronskiano tiene la siguiente propiedad.
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Observacién (Férmula de Abel): para n =2

W(yl,yg):det y} y?
1 Yo

Consideremos la E.D.O. lineal, homogénea de orden dos:

y" + a(x)y +b(z)y =0,

donde a(x) y b(x) son continuas en [ y sean ¥, ys soluciones de esta E.D.,

luego
yi +a(@)yy +b(@)y = 0 (4.3
Yy + a(z)ys + b(x)ys (4.4
(4,3) X y2 1 yiy2 + a(@)yiye + b(@)yr1y2 = 0 (4.5
(4,4) X y1 1 yovn + a(2)yoyn + 0(2)y1y2 = (4.6
(4,6) — (4,5) : yay1 — yyy2 + a(@) Yoy —41y2) = 0 (4.7)
como
Wy, y2) = hvs — vay;
Wiy y2) = y1ys +y1ys — y2y1 — Yy
= Yi1Ys — Y2l
Luego en (4.7): W' + a(x)WW = 0, lineal en W de primer orden .
Su solucién es Wel @®)4 = ' Tuego la solucién general es
>0
——
W = Ceffa(:c)dx
Esta solucion general es llamada Férmula de Abel.
Obsérvese que cuando C=0=W =0 ysi CH#0=W #0
Lema 4.1.
El Wronskiano de n funciones 1, s,...,y, linealmente dependientes es

idénticamene cero.
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Demostracion: supongamos que para todo x en [
01y1+02y2+...—|—0nyn20

donde algunas de los C; # 0.
Derivando n — 1 veces, obtenemos

Cryi(x) + Coya(x) + . .. + Cryn(x) =0
Cryi(x) + Coyh(x) + ... + Cryl () =0
Ciyi(z) + Coyy(z) + ... + Cryp(x) =0

Clyin_l)(x) + C’gyén_l)(x) + ...+ Cnygn_l)(x) =0

que se cumplen para todo z en [. Este sistema homogéneo de n ecuaciones
con n incégnitas tiene solucién distinta de la trivial si y solo si el determinante
del sistema (o sea el Wronskiano) se anula en I, es decir si y solo si W(x) =0
para todo x en I. [ |

Nota: el reciproco es cierto cuando sabemos que las funciones son solu-
ciones de una Ecuacién Diferencial, pero en general es falso. Por ejemplo, las
funciones f(z) = z* y g(x) = z|z| son linealmente independientes Vz € R,
pero W(f,g) =0 Vz € R.

Teorema 4.5.
Si y1,Y2, - -, Yn Son n soluciones de la E.D. lineal homogénea de orden n

an(x)y(”) + ...+ a(z)y + ap(x)y =0

en el intervalo I y en éste intervalo las funciones a;(x) son continuas y
an(z) # 0. Entonces

a) Siyi, Yy, - .., Yn son linealmente dependientes, entonces el Wronskiano
W(x)=0enI.
b) yi,Ys, - .., Y, son linealmente independientes, si y solo si el Wronskiano

W (z) # 0 para todo x en I.

Demostracidén: la parte a) ya se demostr6 en el Lema anterior.

b)=) Hagamos la demostracién por el contra-reciproco, es decir, supongamos
que existe a en [ tal W(a) = 0 y veamos que y1,¥s, ..., Yn son linealmente
dependientes.

Como W (a) es el determinante del sistema:

Ciyi(a) + Coyz(a) + ...+ Cryn(a) =0
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Crgt" V(@) + Coyd" (a) + ...+ CrylV(a) = 0

donde los C; son las incdgnitas y como W(a) = 0 (determinante de los
coeficientes del sistema) y por lo que sabemos del algebra lineal, este tiene
una solucién distinta de la trivial, es decir existen C; # 0.
Con esta soluciéon no trivial definamos la siguiente funcién

Y(x) = Ciyi(z) + Coya(z) + ... + Coyn(w)

y por el principio de superposicién Y (z) es solucién de la E.D.. Evaluemos
esta nueva funcién y sus derivadas hasta de orden n — 1 en a

Y(a) = Ciyi(a) + Coys(a) + ... + Crynla) =0

Y'(a) = Ciyy(a) + Cays(a) + ... + Cryl(a) =0
Y"(a) = Ciyi(a) + Coyy(a) + ...+ Cpyn(a) =0

en conclusién

Y(a)=Y'(a)=...=Y"V(a)=0

por otro lado sabemos que la funcién nula H(z) = 0 es también una solucién
de la E.D.
an(2)y™ + ...+ a1 (z)y + ap(z)y = 0

la cual satisface las condiciones iniciales anteriores y por el teorema de exis-
tencia y unicidad, podemos afirmar que

Y(z) = H(z) = 0= Ciyi(x) + Caya(2) + ... + Cryn()

y como algunos de estos C; son diferentes de cero, entonces y1, s, . .., y, son
linealmente dependientes.

<) Supongamos que W (z) # 0 para todo « € I y veamos que
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Y1,Y2,-- -5, Yn

son linealmente independientes.
Supongamos que
Yi,Y2, -+ s Yn

son linealmente dependientes, por lo tanto (por la parte a))
W (z) =0 (Absurdo!) [ |

Teorema 4.6 (Dimensién del Nicleo).

Sea L(D)y = an(2)D"y + ay—1(x)D" 'y + ...+ ay(x) Dy + ao(x)y = 0 una
E.D.O. lineal de orden n con coeficientes continuos definida en el intervalo
I, entonces el espacio solucién de L(D) (o sea el nicleo de L(D)), tiene
dimension n.

Demostracién: sea Y (z) una solucién de la E.D. y sean y1,y2,...,yn, 1
soluciones linealmente independientes de la E.D. Veamos que Y (x) se puede
expresar como una combinacion lineal de y1, ya, ..., Yn.

Sea a un punto de I y consideremos el siguiente sistema:
Y(a) = Ciyi(a) + Coya(a) + . .. + Cryn(a)

Y'(a) = Ciyy(a) + Cays(a) + ... + Cryl,(a)
Y (a) = Cryi(a) + Coyg(a) + ... + Cryl(a)

y=U(q) = Clyin_l)(a) + ngén_l)(a) + ...+ CoyV(a)

el determinante de los coeficientes del sistema es el Wronskiano evaluado
en a, es decir, W(a) y como yi,¥s,...,Y, son linealmente independientes
entonces W(a) # 0, esto quiere decir que existe al menos un C; # 0.

Con los C4, Cy, ..., C, (al menos uno de ellos es diferente de cero) definimos
la funcién

G(x) = Ciyi(z) + Coya(z) + ... + Cpyn ()

luego, por el principio de superposicién, G(x) es solucién; evaluemos esta
funcién y sus derivadas hasta de orden n — 1 en a:

G(a) = Ciyi(a) + Coya(a) + ... + Cpyn(a) = Y(a)
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G'(a) = Cryi(a) + Caysla) + ... + Cpyp(a) = Y'(a)
G"(a) = Cryy(a) + Cays(a) + ... + Cpyy(a) =Y"(a)

G (a) = Cry" V(a) + CoyS" V(a) + ...+ Coy D (a) = Y (a)

Es decir, las funciones G y Y coinciden en la condicion inicial, por tanto por
el teorema de existencia y unicidad, G(z) = Y (x) para todo z en [I.

Luego
G(z) =Y (z) = Crya(x) + Caya(z) + ... + Cryn(z) u

Nota:

i. Lo que dice este teorema es que para resolver una E.D. lineal homogénea
de orden n, se debe encontrar n soluciones linealmente independientes
y la solucién general es la combinacién lineal de las n soluciones.

ii. Si las n-tuplas

n—1
(yn(@), (@), (@)
son linealmente independientes, entonces las funciones
yl(‘r)7 y?(‘r)a ce 7yn(x)
son linealmente independientes en I.

Ejemplo 8. Si y; = ™7y, = € con my # mgy, mostrar que y; y yo
son linealmente independientes.

Solucién: mas adelante veremos que y;, ¥ son soluciones de una E.D.
lineal de segundo orden con coeficientes constantes.

6m1$ 6m2$
W(yb y2) = mlemlx m2€mzx
_ m26(m1 +ma)r mle(m1 +mo)x
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= (my —my) elmtma)e
7& 0 >0

= # 0 por tanto yi, y» son linealmente independientes.

Ejemplo 9. y; = ™ y, = xe™*. Hallar W (y1, y2).
Solucién: mas adelante veremos que 41, Yy, son soluciones de una E.D. lineal
de segundo orden con coeficientes constantes.

mx mx

e

W(ylay2> - me™m=®

xre
maxe™® + e

— merm:c 4 eme . merm:c

—_ 62m:c >0

= ¥1,y¥2 son linealmente independientes.

Ejemplo 10. y; = e**sen Sz, ys = €™ cos fz. Hallar W (yy, y2)
Solucién: mas adelante veremos que 31, 2 son soluciones de una E.D. lineal
de segundo orden con coeficientes constantes.

Wy ) e* sen Bx e* cos fx
Y1, 42 £e*® cos fxr + ae® sen fxr —Be™ sen fx + ae™” cos Px

= —Be*®sen?fax + e sen fx cos B — [T cos® fr — ae®*® sen B cos fr
= —Be***(sen?Bx + cos’ fr)

_ 2ax
= —[e*#0
>0
= ¥1,Y¥2 son linealmente independientes.

Ejercicio 1. a) Comprobar que y; = z° y yo = |z|> son soluciones lineal-
mente independientes de la ecuacién diferencial 22y” — 42y’ +6y = 0 Vo € R.
b) Comprobar que W(y;,y2) =0 Ve € R

c¢) Contradice esto el Teorema 4.5.7. Explicar por qué no.

Ejercicio 2. Sea as(x)y" + a1 (x)y' +ap(x)y = 0, donde ay(z), a1 (x), ap(x)
son continuas en I y as(x) # 0 en I, por el teorema 4.4 existe una unica
solucién y; que satisface las condiciones iniciales yi(xg) = 1y yi(z9) = 0,
donde zy € I. Similarmente existe una unica solucién y, que satisface las
condiciones iniciales yo(z9) = 0y y4(zo) = 1. Probar que y; y y» forman un
conjunto fundamental de soluciones de la ecuacién diferencial en 1.
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4.3. METODO DE REDUCCION DE OR-
DEN

FORMULA DE D’ALEMBERT (Construccién de una segunda
solucién a partir de una solucién conocida).

Dada la E.D.O.: as(2)y” + a1(x)y’ + ag(x)y = 0 con ag(z) # 0 en [y
as(x),a1(x), ap(x) continuas en I; dividiendo en la E.D.O. original por as(x)
y haciendo P(z) = 242 v Q(z) = 22 e tiene:

az(x) az(z)

y"+ P(z)y' + Q(x)y = 0 forma candnica (4.8)

Sea  yi(x) una solucion conocida de la ED. en [ 'y
y1(z) #0en I.

Supongamos y(z) = u(x)y;(x) y hallemos u tal que y(z) sea una solucion.

Derivando dos veces , ¢y = uy, +u'yn y  y" = wy +u'yy +u'y] + "
y sustituyendo en la ecuacién diferencial (4.8):

uyy + 20"y, + uyr + P(x)(uy) +u'yr) + Q(z)uyr = 0
ulyi + P(@)yy + Q(@)yr] + "y + w'[2y) + P(x)yn] = 0
Luego, vy, +u'[ 2y} + P(x)y1] =0
Hagamos W = u' (éste cambio de variable reduce el orden)

yW'+ W2y + P(x)y) =0
2 /
W'+ <ﬂ - P(:E)) W =0, (lineal en Wde primer orden)
Y1

2yl
Su F.I.= ef(Tf+P(x)> o emvief Plo) dv — yfefp(“”) @ luego

WyfefP(x) dz _ C
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De donde
- f P(z)dz d
Ww=ct— —w =
Ui dx
e integrando
e fP(if) dx
o [T e,
Y1
e_fp(l") dz
Por lo tanto y = uy; = Oy1/ T ek G
Y1
combinacién lineal de Y1 y Y1 f ffp# dx

Yi
Luego la segunda solucién es yo = y; [ eﬂ;ﬂ dx con gy, #0en [
1

Veamos que y; v y» son linealmente independientes:

W(?Jl,y2) =

e~ J P(z) dz

— [ P(z)d=z
PRy S

— [ P(z)dz — [ P(z)dz

e e

R e e
Yy Y1

— [ P(z)dx
U U f eT '

_ e_fP(if)dl" >0

Luego y1, y2 son soluciones linealmente independientes de la E.D.
y'+ P(z)y + Q(z)y =0
En conclusion, si y; es una solucién, con y; # 0 en I, entonces

y3

e~ J P(x)dx
Y2 = / ————— dx (Férmula de D’Alembert)

Nota: el método es aplicable también para E.D. no homogéneas:

Y+ P(x)y + Q(z)y = f(x)

en este caso se supone y(z) = u(x)y;(z) = uy; y se llega a la E.D. lineal en
W de primer orden:

f(z)
n

/
W'+ (% +P(w)) W =
1
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y se continua de la misma manera anterior.
Ejemplo 11. Sea 2?y” — 2y + 2y = 0, (E.D. de Cauchy), sabiendo que
y1 = zsen (Inz) es una solucién de la E.D. Hallar ys

Solucién. Dividiendo por z? se tiene:

" 1/ 2
Yy =~y +—=5y=0
X X

Veremos més adelante que y; = xsen (Inx) es una solucién de la ecuacién
de Cauchy, entonces la segunda solucion es:

e—f—%da:

22 sen ?(Inx)

eln(:c)
dx = rsen (lnx)/i dx

x2sen (Inx)

Yo = T sen (lnx)/

= xsen(lnx)/#da:

x2sen (Inx)

Inz

dx U
= xsen(lnx)/m dx { du — da
= xsen (lnx)/ du

sen 2u

= xsen (lnz) / csc® udu = —wsen (Inx) cot u = —zsen (In ) cot(In z)

= —zxcos(lnx)

La solucion general es : y = Ciy1 + coyo
y = Cizsen (Inz) + Cy(—z cos(lnx))

y = Cixsen (Inx) + Csz cos(In z)

Utilizando el método de reduccion de orden resolver los siguientes ejerci-
cios.
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Ejercicio 1. 2%y” — 72y’ + 16y = 0 y; = 2* es una solucién. Hallar v,
(Rta.: yo = 2% In|z|)

Ejercicio 2. 2°y” + 22y’ — 6y = 0 y; = 2% es una solucién. Hallar y,
(Rta.: y» = —=5)

Ejercicio 3. xy” + vy =0, y; = Inx es una solucién. Hallar s
(Rta.: y = —1)

Ejercicio 4. Hallar la solucién general de zy” — z f(z)y’ + f(x)y = 0.
(Rta.: y = c1z + cow [ 72/ F@) & ()

Ejercicio 5. Hallar la solucién general de y” — f(x)y' + (f(z) — 1)y =0
(Rta.: y = cie® + cpe® [ el=2eH] /@ do] gy

Ejercicio 6. a) Si n es un entero positivo, hallar dos soluciones lineal-
mente independientes de

zy" — (z+n)y' +ny =0

b)Hallar la solucién general de la E.D. de la parte a) cuando n = 1,2,3
(Rta.: a) y1 = €%, yo = €* [a"e ™ dx, b) y = c1e” + eo(x + 1), y =
c1€” + (2 + 2 + 2),y = c1€” + co(x® + 322 + 62 + 6).)

Ejercicio 7: Utilizando el método de reduccion de D’Alembert resolver
la E.D. lineal no homogénea: (x — 1)y” —xy’ +y = 1 sabiendo que y; = €” es
una solucion a la homogénea asociada. Obsérvese que obtenemos una segunda
solucién y una solucion particular.

(Rta.: y = 1+ Cix + Cye”)
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4.4. E.D.LINEALES CON COEFICIENTES
CONSTANTES

4.4.1. E.D. LINEALES DE ORDEN DOS

Sabemos que Z—i + ay = 0 es lineal de primer orden, donde p(z) = a.
luego el F.I. = eJ @9 = 9% y gy solucién es
ye = C=y= Ce™™

Por similitud con la E.D.O. de primer orden y coeficientes constantes, vamos
a suponer que la E.D. lineal de segundo orden y coeficientes constantes:

ay” + by +cy = 0, (4.9)

tiene por soluciéon una funcién exponencial de la forma: y = e™*, derivando
dos veces se tiene
y/ — mem:c’ y// _ m26m:c

y sustituyendo en la E.D. (4.9): am?e™ + bme™ + ce™ = (
luego
e™ (am® +bm +c) = 0

0 sea que
am?® +bm+c =0,

la cual llamamos ecuacién caracteristica o ecuacion auxiliar de la E.D.:
ay” +by +cy= 0
Con las raices de la ecuacion caracteristica suceden tres casos:
1. Que tenga raices reales y diferentes.
2. Que tenga raices reales e iguales.
3. Que tenga raices complejas conjugadas.

Caso 1. Raices reales y diferentes
Si las raices son my y ma, con my # mas, luego y; = €™ y yp, = €7 son
linealmente independientes y por tanto la solucion general es

y = Cre™* + Cre™".
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Ejemplo 12 Hallar la solucién general de 2y” — 5y’ — 3y =0
Solucidn:
Ecuacién caracteristica: 2m? —5m —3 =0

5+ /25 + 24 e

e — :> -
m 4 m=y

my = 3 , Mo = —5
., 1
La solucién general es y = (€3 4 Che 27

Caso 2. Raices reales e iguales: en este caso las raices son de multipli-
cidad dos.
Sea m (con multiplicidad 2) = y; = €™ es una solucién.
Utilicemos el método de D’Alembert para hallar la segunda sulucion de

ay” +by' +cy=0

dividiendo por a para conseguir la forma candnica, se tiene

b c
y'+ -~y + -y =0.
a a

effP(:c) dx - effgd:c
Y2 = U / 7% dv =e / e dx

como ay” + by’ + cy = 0 = am?® + bm + ¢ = 0 (ecuacién caracteristica)
— b /b2 —4ac..
2a

y sus raices son my 9 = ; pero como las raices son iguales, entonces

el discriminante b? — 4ac = 0, por lo tanto m;» = m = —%, luego:

e
Yo = emx/ibdx:emx/dx:xemx
@(251)
luego la solucién general es: y = Cie™ + Coxe™®

Ejemplo 13. 4y” — 4y’ + y = 0. Hallar la solucién general.
Solucién:

Ecuacién caracteristica: 4m? —4m +1 =0 = (2m — 1)? = 0 por lo tanto

m = 5 (con multiplicidad 2)
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., z z
La solucion general es: y = Chez + Coxe?

Caso 3. Raices complejas y conjugadas
Supongamos que m; = « + (37 es una raiz de la ecuacién auxiliar y por tanto
su conjugada ms = a — i es la otra raiz, donde a es la parte real y 3 es
la parte imaginaria; recordando que € = cosf + isen (Férmula de Euler)
entonces la solucién general es

y = C«le(a+ﬁi)a§ + 026(01—61’)9: _ C«leaa:eﬁizr + C2ea$e—ﬁi$
= *(C1€"" + Cye ) = e**[(C} + Cy) cos B +i(Cy = Cy) sen fz]
= e*[K; cos Sz + Ky sen fx]

En resumen, la solucién general es:

y = Kie* cos fxr + Ky e* sen Sux.
Ejemplo 14. " — 2y’ + 3y =0
Solucién:
Ecuacién caracteristica: m?> —2m +3 =0

_ 2+ 4—4(3) 24++/-8

m

2 2

sus rafces son my oy = QﬂT‘@ = 14++2i

oscaquea=1, 3=1+2
La solucion general es

y = Kie® cos V2x + Kye® sen v 2z

Nota: (i): observe que si [D* — 2aD + o* + 3*jy = 0
entonces la ecuacién caracteristica es: m? — 2am 4+ a? + 32 =0
y las raices son:

20+ \/4a? — 4(a2 + 32)  2a 4 2pi
m = =
2 2

=a=x i
luego, la solucion general es: y = K€ cos fx + Ky e** sen Sx.

(ii) Para la E.D.: (D — a)y = 0 la ecuacién caracteristica es

m—a=0=m=ua




104

CAPITULO 4. TEORIA DE LAS E.D.O. LINEALES

por lo tanto y = Ce® es solucién de (D — a)y = 0 y reciprocamente una

solucion de (D —a)y =0 es y = Ce®.

Ejercicios. Hallar la solucion general o la solucién particular de los si-

guientes ejercicios:

1.

4.4.2.

(D*>+2D —3)y =0
(Rta.: y = Cie® + Cye™7)

. D?—2D —3)y=0con y(0) =0, ¢'(0)=—4

(Rta.: y = e™% — ¢37)

. (D2=6D+9)y =0

(Rta.: y = (C} + Cyz)e®)

(D*+4D + 4)y =0 con y(0) =1, y'(0) = —1
(Rta.: y = (1 + z)e %)
(
(

D*—2D+2)y =0
Rta.: y = Che” cosx + Cye” sen x)

. %+2b2—f+k2x20, k>b>0 con x(0) =0, 2/(0) = v

(Rta.: © = (“2)e " senat, donde a = VA2 — b?)

y" +2iy’ — 10y =0

(Rta.: y = C1e¥ cosx + Che™" cosw — i(Cre3* sen z + Che 3% sen 1))

Ly iy +2y=0

(Rta.: y = Cycosz + Cy cos 2x + i(Cy sen x — Cy sen 2x))

DOS

Sea

donde ag, aq, - - -

Supongamos por ejemplo que este polinomio lo podemos factorizar asi:

any™ + an 1y N+ ary +agy =0

apm” + ap_ym”™ 7+ am +ag = 0= P,(m)

E.D. LINEALES DE ORDEN MAYOR QUE

, a, son constantes, entonces su polinomio caracteristico es:
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P,(m) = (m—my)(m—my)(m—ms)*(m?—2aym+ai +f7)(m* —2a3m+
o3 + 33)?

entonces la solucion general esta dada por

Y= Olemla: 4 02€m2$ 4 C«gemgzr 4 C4I€m3$ 4 C5x26m393+
+ Cge™™ cos B + Cre* sen Brx + Cge®” cos Bax+
+ Cye™?* sen fox + Crore®?® cos fox + Crire®® sen fox
Ejemplo 15. 2% — 724734’ + 12% + 832732’ =0
Solucién:

diy

7o bor m' y obtengo la ecuacién carac-

En la E.D. reemplazo en cada
teristica:
2m® — Tm* +12m> + 8m?* = 0

m*(2m® — Tm* + 12m + 8) = m*(2m + 1)(m* —4m + 8) = 0

luego las raices son m; = 0 con multiplicidad 2, me = —1

2
4416 -32  4+4i

2 2

Para el factor m?, como el grado es 2, empezamos con la solucién bésica €%
y luego multiplicamos por = y asi sucesivamente. O sea que las soluciones

serfan: e =1, ze% =2

Mgy = —242i=a=203=2

Para el factor 2m + 1 la solucién serfa: e~2
Para el factor m? — 4m + 8 las soluciones serfan: €2 cos 2z, €2*sen 2z.
Solucién general: y = C) + Cox + Cse™2 4 Cye?® cos(2z) + Cse?* sen (21)

Hallar la solucion general o la soluciéon particular segiin el caso en los
siguientes ejercicios:
Ejercicio 1. y©® + 5y® — 2y —10y" + 4 + 5y =0
(Rta.: y = Cie® + Cywe® + Cze ™ + Cyze™™ + Cse™5?)

Ejercicio 2. 16% + 242272’ +9y =0

(Rta.: y = C cos @:ﬂ + Cyx cos @:ﬂ + C3sen @x + Cyx sen @x)
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el dty | &y | Py _
Ejercicio 3. % + 5 + =2 =0

(Rta.: y = Oy + Coz + Cse™ 2% cos Y2x + Cye2" sen Lix)

Ejercicio 4. Z%Z — 7% — 18y =0

(Rta.: y = C1e% + Cye™3* 4+ C5cos /2w + Oy sen v/21)

Ejercicio 5. 3473 +y =0, (Ayuda: Completar cuadrados).

V2 V2 _V2 _2
(Rta.:y = Che2 * cos @x—l—(]ge 2 ¥ sen @ZL"}‘O{;‘S 2% cos ?w%—@le 2 ¥ sen @x)

Ejercicio 6. (D*+4D +4)y = 0 tal que tenga una solucién que pase por
los puntos (0,2), (2,0)
(Rta.: y = (2 — x)e ")

Ejercicio 7. (D® + D? — D — 1)y = 0 con las siguientes condiciones:
y(0)=1, y(2) =0y limy(x)se =0
(Rta.: y = (1 — sx)e")

Ejercicio 8. Hallar el nicleo del siguiente operador diferencial: L(D) =
D*+ D? + D (Rta.: NucL(D) = (1,z,¢7% cos(2x), e 3 sen (Lx)))

4.5. OPERADOR ANULADOR

Definicién 4.5. Si y = f(z) una funcién que tiene n derivadas y L(D) es
un operador diferencial lineal con coeficientes constantes, tal que

entonces decimos que el operador L(D) es el anulador de y = f(z).

Observaciones:
1. a) Siy =k constante, entonces g—k =0=D = di es el anulador de
k X X
b) Si y = z, entonces 227“5 =0= D*= % es el anulador de x y de
k.
c) Si y = 2%, entonces %},(w?) =0= D3 = %33 es el anulador de

2%z, k.
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. n+1,.n m+1
d) Siy = a™, entonces ddefl =0= D"l = d‘fan es el anulador de

"o 2?2tk con n €N.

)

n+1 . ., .
Nota: Observemos que fajnﬁ anula la combinacion lineal

Olk + OQ!E + -+ Cn_HIn
que es un polinomio de grado n.

2. (D — a)™ es el anulador de las siguientes funciones:

2 -1
€a$’x€a$’x eaa:7._. 7I_n e

y también el anulador de la combinacién lineal siguiente:

Cre™ + Coze™ + Csz’e™ + -+ + Cpz"'e™ = P,y (x)e™

3. (D* —2aD + a* + 8%)" es el anulador de las funciones:

€™ cos Bz, xe™ cos fx, 12 cos Bx, ..., x" e cos B

e“" sen Bx, re® sen fx, e sen fx, ..., x" e sen fx

y también anula la combinacion lineal siguiente:

C1e** cos B + Cywe™ cos fr + - - - + Cpa"™ ™ cos B+
+ k€% sen B + koxe™ sen B + - - - + ko2 e sen B

= P,_1(2)e** cos fx + Qp—1(2)e*® sen Sz
donde P, 1(x) y Q,_1(x) son polinomios de grado n — 1.

Si a = 0, entonces (D? 4 %) es el anulador de:

n

cos Bx, x cos fx, x* cos fx, - - -, 2" L cos fx

n

sen Bz, xsen Bx, v sen fz, - - -, 2" sen B

y de sus combinaciones lineales:

C, cos Bx 4+ Cyx cos B + - - - + Cpa" ! cos fat
k1 sen Ba+kox sen Ba+- - +k 2"t sen fr = P,_1(x) cos Ba+Q,_1 () sen Bz
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Sin=1y a=0, entonces D? + 32 es el anulador de: cos Bz, sen Sz o su
combinacién lineal: C cos Sx + Cysen Six.
Ejemplo 16. Hallar el operador anulador de: e + 2xe® — x2e®
Solucién:
Anulador de e* : D — 1.
Anulador de ze® : (D — 1)2.
Anulador de z2%¢* : (D — 1)3.
Por lo tanto el anulador de toda la expresién es: (D — 1)3

Obsérvese que para hallar el anulador, no interesan las coeficientes 1,2, —1
de la expresion original.

Ejemplo 17. Hallar el operador anulador de: 3 + e” cos 2z
Solucién:
Anulador de 3: D.
Anulador de e*cos2x: D? —2D +1+4 = D? —2D + 5, en este caso o = 1
y =2
Anulador de toda la expresién: D(D? — 2D + 5).

Ejemplo 18. Hallar el operador anulador de: 13z + 922 — sen 4z
Solucién:
Anulador de z: D2
Anulador de 22: D3.
Anulador de sen4x: D? 4 16 en este caso a =0y [ = 4.
Anulador de toda la expresién: D3(D?*+ 16).

Ejemplo 19. Hallar el operador anulador de: (2 — e®)?
Solucion:
Como (2 — e”)? = 4 — 4e” + e**, entonces
Anulador de 4: D.
Anulador de e*: D — 1.
Anulador de e?*: D — 2.
El anulador de toda la expresién es: D(D — 1)(D — 2)

Ejercicio 1. Encontrar el operador anulador de 8z — senx + 10 cos 5x
(Rta.: D*(D? +1)(D?* + 25))
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Ejercicio 2. Encontrar el operador anulador de 3 + e* cos 2z
(Rta.: D(D* — 2D +5))

Ejercicio 3. Encontrar el operador anulador de z*(1 — 5z)

(Rta.: D)

Ejercicio 4. Encontrar el operador anulador de e™® senx — ¢?* cosx
(Rta.: (D?+ 2D +2)(D? — 4D +5))

Ejercicio 5. Encontrar el operador anulador de x%e® + sen 2x + 5
(Rta.: D(D —1)3(D? +4))

Ejercicio 6. Las raices de la ecuacién caracteristica de una cierta ecuacién
diferencial son: m; = —2 con multiplicidad dos, my3 = —1 £ 3i. Hallar la
ecuacién diferencial.

Observacién: la solucién de una ecuacion diferencial lineal no homogénea,
L(D)y = f(x) # 0 consta de la suma de dos soluciones que son:

i) La solucién a la homogénea asociada, es decir, la solucién de
L(D)y = 0.

ii) La solucién particular de la no homogénea.

La suma de las dos soluciones es la solucién general, es decir, si y, es la
solucién de la homogénea asociada L(D)y = 0y y, es la solucién particular
de L(D)y = f(z), entonces la solucién general es: y = y;, + y,. En efecto,

L(D)(yn +yp) = L(D)yn + L(D)y, = 0+ f(x) = f(z)

Las siguientes secciones las dedicaremos a desarrollar tres métodos para hal-
lar la solucion particular de E.D. no homogéneas. El primer método se llama
de Coeficientes Indeterminados, el segundo método se llama de Variacién de
Pardmetros y el tercer método se llama de los Operadores Inversos.

4.6. COEFICIENTES INDETERMINADOS

Este método se aplica a E.D. lineales, con coeficientes constantes, no ho-
mogéneas.
Sea L(D)y = f(z) una E.D. lineal, no homogénea, de coeficientes
constantes y de orden n. Si f(x) tiene una de las siguientes formas:
a) f(x) =k, k constante
b) f(x) = polinomio en x
¢) f(z) = exponencial de la forma e**
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d) f(z) = cosfBz, f(x)= senfz

e) f(z) = a sumas finitas de productos finitos de las expresiones anteriores,
entonces es posible encontrar un operador L;(D) que anule a f(x) y si esto
sucede, entonces aplicamos L1 (D) a la ecuacion diferencial original, es decir:

Li(D)L(D)y = Ly(D)f(z) = 0

Por lo tanto la expresion anterior es una E.D. lineal, homogénea de coefi-
cientes constantes, le aplicamos a esta ecuacion el método de las homogéneas
y hallamos su solucién general, de esta solucién general descartamos la parte
correspondiente a la homogénea asociada a la E.D. original, la parte restante
corresponde a la solucién particular que estamos buscando. Ilustremos esto
con un ejemplo.

Ejemplo 20. Hallar la solucién particular y la solucién general de la E.D.
y" 4+ 25y = 20sen 5x.
Solucién:

El anulador de sen bz: D? + 25 = L(D)
Aplicamos este anulador a ambos lados de la E.D. original:

y" 4+ 25y = 20senbw
Li(D)(y" +25y) = Li(D)(20sen 5z)
(D? +25)(y" +25y) = (D?+25)(20sen 5z)
(D*+25)% = 0

Ecuacién caracteristica: (m? 4+ 25)? = 0 cuyas raices son m = £5i con
multiplicidad 2 y por lo tanto a = 0 y = 5; en consecuencia la solucién
general es:

y = C} cosbx + Cysen dbx + Cs x cos br + Cyx sen Sz (4.10)
La ecuacion diferencial homogénea asociada es
(D*+25)y =0
y su ecuacion caracteristica es

m? + 25 =0,
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o sea que m = +5i (con @« =0y f =5) y su solucién es
y = (' cosbx + Cysen bx;

y por tanto en (4.10) descartamos esta expresién y nos queda la forma de la
solucién particular:

y = Csx cos dbx + Cyxsen dr = y,

Como aparecen las constantes C3 y Cy, las hallamos de la siguiente ma-
nera: derivamos dos veces y, y la sustituimos en la E.D. original:

y, = Cs(=5xsenbr + cos5r) + Cy(5x cos 5z + sen 5xr)
y, = C3(—25zcos5r — 5sen bz — 5sen 5z) +
+C4(—252 sen bz + 5 cos 5z + 5 cos 5x)
= (3(—25z cosbr — 10senbx) +
+Cy(—25z sen 5 + 10 cos 5)
y;,' + 25y, = 20sendx

C3(—25x cos br — 10sen bx) + Cy(—25x sen bz + 10 cos bx) +
+ 25(Csx cos b + Cyxsen b)) = 20 sen 5z

Analisis de coeficientes:
en xcosbr : —25C5 + 25C53 =0
en senbr : —10C5 =20 = (5= -2
en rsenbdr : —25C, + 25C, =0
en cosbr :10C, =0=C;, =0

Por lo tanto la solucién particular es y, = —2x cos 5z
y la solucion general es:

Yy = yh+yp =
= (C; cosbx + Cysen bx + Csx cos bx = C cosbr + Cysen br — 2x cos bx

Hallar la solucién general en los siguientes ejercicios:

xT

Ejercicio 1. y" + 2y 4+ y = 2%e”
(Rta: y = Cie™ + Chue ™™ + Hate™)
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Ejercicio 2. y" —y = 2%e* +5
(Rta: y = Che”™ + Coe™™ — 5+ tae® — ae” + ga’e”)

Ejercicio 3. y” +y' + 1y = e"(sen 3z — cos 3x)

Ejercicio 4. y" + 4y = cos® x
(Rta: y = ¢ + Co cos 2z + Cysen 2z + $x sen 2x)

Ejercicio 5. y" +y +y = xsenx
(Rta: y = Cie” 2 cos @x + Cye™2 sen ?1’ —xcosx + 2cosx + senx)

Ejercicio 6. vy — y = 3xe” cos 2x

Ejercicio 7. y” + 25y = 6senx
(Rta: y = C cos bx + Cysen bz + i sen )

Ejercicio 8. y" — 2y’ + 5y = e” senx
(Rta: y = Che” cos 2z + Coe” sen 2z + ze” sen )

4.7. VARIACION DE PARAMETROS

Sea
as(z)y” + a1 (x)y + ap(z) = h(x)

con as(x),ai(x),ap(x), continuas en Iy as(x) # 0 en 1.
La escribimos en forma canénica

y' +plx)y + gx)y = f(x)

Donde

p(r) = ;o gl@) = Y fz) = ,

suponemos que y; y yo son soluciones linealmente independientes de la ho-
mogénea asociada, es decir,

Yy + @)y +g(x)y =0
vy + p(x)yy + g(x)y2 = 0
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y yn = Ciyr + Coyo
Variemos los parametros C; y Cy, es decir,
Yp = ur(z)y1(z) + uz(2)y2(r) = wrys + uzys

y hallemos u; y us de tal manera que y, sea soluciéon de la E.D.
Luego y, = ujy1 + u1y) + usye + youy

Supongamos (en aras de disminuir el trabajo operativo):
Y1 + ubys = 0, (primera condicién).
Luego,

Yy, = u1yy + usly
Yo = Ui+ uryy + ubyh + usyh

Sustituyendo en la ecuacion diferencial:

Yy, + 0 (2)y, + g (@)Y, = f(x)

uyyy + uryy + usyh + ugyy + p (@) [uryy + usys] + g () [ury + uoye] = f (@)
uy [y! + p (@)y; + g (@)y1] + ua [y5 + p (2)ys + g (@)ye] + uiy; + usys = f (2)

Luego,
uiyy + uyyy = f (2)

En resumen,

yiu) +youy, = 0 (primera condicién)

yuy + ysug = f(x) (segunda condicién)
que es un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas: u} y u).

Por la regla de Cramer:

a3
/ f(@) v _ Y2 f ()
Y1 Y2 W(yl,yz)

ulz ‘ =
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' n 0
i = vi @' nf(e)
‘yl Yo W (y1, )
Yi Yo

Donde W (y1,y2) # 0, ya que y; y yo son dos soluciones linealmente inde-
pendientes de la homogénea asociada. Para conseguir u; y us9, integramos (no
es necesario constantes de integracion, porqué?) a u} y u, respectivamente.
Luego, la y, = u1y1 + uays,

y la solucién general es

y=yn+yp = Ciy1 + Coys + u1y1 + Uy

Pasos para resolver la E.D. (en forma canénica):
y'+ @)y +g()y = f(z)

1.

D.
0.

Hallamos 3 y y» soluciones linealmente independientes de la homogénea
asociada:

Yy +p()y +g(x)y=0

. Hallamos W (y1, y2)

_ _yaf(x) u, = i@
W (y1,y2)’ 2 W (y1,y2)

Hallamos v} =
Integramos uy = [u}dz y up = [uhdzx (sin constantes de integracién)
La solucién particular y, = w1y + usy»

La solucién general y =y, +y, = Ciyr + Caya + w1y + uays

Ejemplo 21. y” + 3y’ + 2y = sen (e*)
Solucién:

1.

. W(yb?b) =

Solucion de y” 4 3y’ + 2y = 0, luego su ecuacioén caracteritica es
m?+3m+2=0=m+2)(m+1)=0=>m=-2, m= -1
Yp = 01 6721 +OQ e~

Y1 Y2

—2x —T
_26—2$ e %
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r _ —yaf(x) _ —e %sen(e®) 2 T
Boul =y = ewm = —€sen (e”)
. pf(®) e *sen(e®) _ T
Uy = ipge) = o5 = e” sen (e”)

4.

z = €

Uy = /u’l dx = / —e* sen (€”) dr y haciendo { dz = e*dx

der = %
:—/ZQSGH(Z)@

z
integrando por partes
:—/zsen(z)dz v o= z=>dv=dz
dw = —senzdz = w = cosz

= 2C0S 2z — /coszdz = zcosz — sen z = e” cos(e”) — sen (")

dz
u2:/u;dx:/exsen(ex)da::/zsenz—: senzdz = —cosz
z

= — cos(e”)

5. La soluciéon particular y la solucién general son:

Yp = Uy1 + ugys = [€” cos(e”) — sen (e*)] e > — e~ ¥ cos(e”)
= —e *sen (e%)

Yn +Yp = Cre % 4 Che ™ — e > gen (%)

Y

Ejemplo 22. Si y; = x y y» = xlnx son soluciones linealmente indepen-
dientes de la E.D. 2%y” — zy’ + vy = 0. Hallar la solucién general de la E.D.
de Cauchy.

2%y — a2y +y=4rhnx

Solucién. Coloquemos la E.D. en forma candnica

1 1 1
Y =y 5y = A 2 #£0
T T X

l.y1 =2, yo=xlnz

r zlnzx

2. W(y1,y2)= 1 Inx+1

'lenx+x—xlnx:x7é0
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41n:
3. U = — y2f(x) — 7xlnx( ;T) — _ 4In%z
1 W (y1,y2) x x
41n:
uh = y1f(x) — x( a‘?r) _ 4lnz
27 Wyy2) T T

4. Hallemos uy us:

41n’ =
u = /u’ldx: —/ el yhaciendo{ : 1;,1395
x dz = =

4
= ——In’z
3

4lnx . z = Ilnxzx
Uy = /ugdx:/ " dx yhamendo{dz @

= 2In’z

5. La solucién particular es:

Yp = WY1+ Uzye
4
= (_§IHS x) r+ (2In°z)rIna

4 2
= ——zhn*z+22lnz=Z2ln’z
3 3
6. La solucién general es
2
y=yn+yp=Ciz+ Coxlnz + §x1n3x

Ejemplo 23. Utilizar el método de variacién de parametros para resolver la
siguiente E.D.

Yy’ —y=sec®r —secx

Solucidn:

1. y" —y =0 (homogénea asociada)
La ecuacién caracteristica es m?> —1=0=m = +1

La solucién a la homogénea asociada es vy, = C; €* Cye™™®
g Yn 1, ,+ Co ,

N Y2

=e"(—e ) —efe?)= —1—-1=-2
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3 U = — yaf(x) e ®(sec3z—secx) _ e %(secd x—secx)
o W(y1,y2) —2 2
1 yif(x)  _ e®(sec®x—secx) _ e 3.

Uy = Finge] = — = —5(sec’ x — sec )

4. Hallemos uy y us:

1 1
T é/ex(sec:Sx —secz)dr = 5/6:6 secz(sec’ x — 1) dx

1 1
= é/e_“’ sec x tan® x dx = é/e_““"(seca:tana:) tan x dx

Integremos por partes, haciendo:

u=-¢e “tanzr, dv= tanxsecxdx,

luego
du = (—e " tanz + e " sec’ x) du, v =secx
]' [ —x —x 2
u =g e tanxsecr — [ e “secx(secx — tanx)dr
1 [ —x —x 3 —x
:i e “tanxsecx — e Tsec’ vdr + e Tsecxtanx dx
1 [ —x —x 3 —x —x
25 e “tanxsecx — e “sec’rdx + e Fsecx + e Tsecxdr
et et 1
=3 tan z sec x + 5 SeCT =5 / e “(sec® v — sec x) dw,

despejando la integral :

—T —T

e
/ex(sec3 x —secx)dr = 5 tanz secx +

secx

—X —ZT

e
/e‘m(sec?’ x —secx)dr = 1 tan x sec x +

Uy = sec x

N —

1
Uz :/u;dx: —i/ex(sech—secx) dx
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hagamos: z = —x,dz = —dx
1 -z 3 1 -z 3
up=—5 [ e (sec®(—z) —sec(—2))d(—z) = 5 /¢ (sec” z —sec z) dz
= tan z sec 2 + — sec z = T tan(—z) sec(—x) + % sec(—x)

T T

e
= ——tanxsecxr + —secx
4 4

5. La solucion particular es

Yp = UrY1 + U2Yo
e—fL' 6—113 xT T
= ( 1 tan z sec x + secx)exjt(—Ztanxseca:+zsecx)e
sec T

2

—X

6. La solucion general es

sec x
2

Yy=yn+yp=Cre" + e +

Utilizar el método de variacién de pardmetros para resolver los siguientes
ejercicios.
Ejercicio 1. Hallar la solucion general de
(D*+ 1)y = —z?senz + 227! cosx
(Rta.: y = Cycosz + Cysenx + In |z|sen x)

Ejercicio 2. Hallar la soluciéon general de
(D?+5D +6)y = e **sec’ z(1 + 2 tan x)
(Rta.: y = Cie™3% 4+ Che ™ + e * tan )

Ejercicio 3. Hallar la solucion general de
Yy +2y +y=e"lnzx

(Rta.: y = Che™® + Coxe™™ + 562—26_$ Inz — 32%e7")




4.7. VARIACION DE PARAMETROS 119

Ejercicio 4. Si y; = 273 cos T, Yy =1 3 senx forman un conjunto lin-
ealmente independiente y son soluciones de z?y” + xy’ + (x2 — i) y = 0.

Hallar la solucién general para 22y + zy’ + (22 — 1) y = T2,
(Rta.: y = Cya 2 cosz + Cor™ 2 sena + 272

Ejercicio 5. Si y; = x, ys = €* forman un conjunto linealmente indepen-
diente y son soluciones de la homogénea asociada de la E.D.

1—a)y' +2y —y=2@x—-1)>%" 0<z<l.

Hallar la solucién general.
(Rta.: y = Ciz + Che”™ + %e*x — re™?)

Ejercicio 6. Hallar la solucién general de la E.D. (D* + 16)y = csc4x
(Rta.: y = C) cosdx + Cysendx — 1w cos4x + 1z senda In | sen 4z|)

Ejercicio 7. Hallar la solucién general de la E.D. (D? + 1)y = secx
(Rta.: y = Cicosz + Cysenz + xsen x + cos z In | cos z|)

Ejercicio 8. Hallar la solucién general de la E.D. (D? 4+ 2D + 5)y =
e~ " sec2x
(Rta.: y = e “(Cy cos 2z + Cysen 2z) + e~ “(52sen 2z +  cos 2z In | cos 2z|))

Ejercicio 9. Hallar la solucion general de la E.D.
(D* — 1)y = e “sen (e*) + cos(e™®)

(Rta.: y = C1e” + Che ™ — e”sen (e 7))

Ejercicio 10. Hallar la solucién general de la E.D. (D? + 1)y = sec®x
(Rta.: y = Cy cosx + Cysenz + 5 sec x)

Ejercicio 11. Hallar la solucién general de la E.D.

—3z

(D>~ 9D +18)y = ¢°
(Rta.: Yy = 016355 —+ 026656 + %eﬁxee—3m)

Ejercicio 12. Hallar la solucién general de la E.D. (D? — 2D + D)y =

x 0"
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(Rta.: y = Ce” + Chze”™ + Ha3e”)
Ejercicio 13. Hallar la solucién general de la E.D.
(D*+2D — 8)y = (62~ ' — a7 2)e*
(Rta.: y = C1e* + Che™® + ¥ In|z))

Ejercicio 14. Hallar la solucién del P.V.I.

1
\V2rx 7

(Rta.: y = " ben 2) dt)

7o

4.7.1. GENERALIZACION DEL METODO DE
VARIACION DE PARAMETROS

Dada la E.D. en forma candnica:
D"y + ap_1(2) D"ty + ...+ a1 (z) Dy + ap(x)y = f(z)

efectuamos los siguientes pasos:

1. Hallamos y1, 9o, . . ., Yy, soluciones linealmente independientes de la ho-

mogénea asociada, o sea que y, = C1y; + Coys + ... + Cpyn,

Y1 Y2 - Yn
Yy Y o Y
2. Hallamos W (y1,vy2, ..., Yn) = ! ? . |
vty un '
3. Hallamos u}, uj, ..., u), por el método de Cramer del sistema:

uwhyr +ubys + ..+ uny, =0
u’1y1+u’2y§+...+u%y;20

/nl /nl

iyt ubys T Ly = f(x)




4.7. VARIACION DE PARAMETROS 121

4. Integramos uy, ub, ..., u!, (sinconstantesdeintegracién)
para hallar uq, uo, ..., u,

5. Hallamos la solucién particular

Yp = UrY1 + UgYo + ... + UpYp

6. Hallamos la solucién general

Yy = yh+yp=C1y1+...+Cnyn+u1y1+...+unyn

Ejemplo 24. y" — 2y" — ' +2y = &
Solucién:

1. La homogénea asociada es vy — 2y” —y' + 2y =0
La ecuacién caracteristica es
m3—2m? —m+2=m?*(m—2)—(m—2)=(m—2)(m*—-1) =
=(m—2)(m+1)(m —1) =0 Pot lo tanto las raices son

mi1 =2, mo=—1, mg=11y lasolucién a la homogénea es
yp = Cre¥ 4+ Coe ™ 4 Cse”

2.  El Wronskiano es

W(yh 92793) - 262$ —€

=e® (=1 —1) — e %(2* — 4e*) + €*(2e" + 4¢e%)
— _2€2$ +2€21} +662$ — 66217

3.
0 e~ T
O _efCC X
. e e et ST(1+1) 283 e?
ul = B = 5 = B = —
6e* 6e* 6e* 3
62$ 0 e%
2€2$ 0 x
) 4621 e3x e 6335(639: _ 26335) 66$ 6495
UQ - = — — J—

Ge2e Ge2w C 6e2r 6
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Ge2e 6e2e T e 2

4. Integramos uf, ub, uf

up = /ulda:—/—dx_

e’
3
e’

Uy = /qux— ?dl':ﬂ

6293 62;B
e ! d e _— d =" ——
us / Us AT / 5 Xz 1

5. Solucién particular:

e ) 64$ 62$ e3$ 6393 e3$
— 4 4 _ $+_—x__$:__'____
Yp = UrY1 1 U2Y2 1 U3Y3 3 e 246 1 e 3 51 1
363$ 63$
T 248

6. Solucién general:
3z
y=1yn+y,=C1e* + Coe™ + Cae” + S

Resolver, utilizando el método de variacion de pardmetros, los siguientes ejer-
cicios.

Ejercicio 1. y"” — 5y” + 6y’ = 2senx + 8
(Rta.: y = C + C9e3® + C3e** — %cosx + % sen x + %x)

Ejercicio 2. y” — ¢y’ = senx
(Rta.: y = C) + Che” + Cse™" + 1 cos z)

Ejercicio 3. ¢y —y = x¢e”
Sugerencia: (%) (v" —y) = y" — y'; integre y después use variacién de
parametros.
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(Rta.: y = C1 + Coe® + Cse ™ + ixzex — %xel’)

Ejercicio 4. y"” + 4y’ = senx cosz

(Rta.: y = C1 + Cy cos 2x + C3sen 2x — 1—1635 sen 2)
Ejercicio 5. Hallar la solucion general de la E.D.
(D+1)%*y =16(2x +3) " te™®

(Rta.: y = e %(C} + Cox + C32?) + ¢7%(22 + 3)? In(2z + 3))

4.8. OPERADORES

Lema 4.2.
SifeC"(I)ya€ceR (oaeC) entonces:

L D"(e* f(2)) = e (D + a)" f(2)

2. D"(e™) = e _a"
~—
#Real

Demostracién. Veamos 1. Por induccion:
n=1 D(e"f(x)) = ¢ Df(x) + f(x)ac™ = e (D +a)f(x)
Supongamos que se cumple para n = k:
DH(e f(x)) = (D + a)*f ()

y veamos que se cumple para n = k + 1. En efecto, teniendo en cuenta las
hipdtesis de induccion para n = 1 y para n = k, se tiene

DF (e f(x)) = D*D(e™ f(x)) = D*(e*(D + a) f (x))
= e (D +a)"(D +a) f(x) = (D + ) f(x)

Veamos 2. Por induccién:
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Supongamos que se cumple para n = k:
Dk;(eaa:) — ak;eaa:

y veamos que se cumple para n = k + 1. En efecto, teniendo en cuenta las
hipotesis de induccion para n = 1y para n = k, se tiene

Dk:Jrl(eax) — Dk’D(eax) — Dk’(aeax)
— a(Dkeax> — a(akzeax) — akJrlea:c [

El siguiente Teorema, llamado teorema basico de los operadores, nos per-
mite sacar una exponencial que esta dentro de un operador.

Teorema 4.7 (Teorema Bésico de Operadores).

1. Si f € C"(I) y L(D) es un operador diferencial lineal y a € R (oa € C),
entonces: L(D)(e™ f(z)) = e L(D + a) f(z)

Demostracién: 1.

L(D)(e™ f(x)) = (an(z)D™ + ap_1(x) D"+ ... + a1 (2)D + ao(z)D°) (e f(z))
= an () D" (e f(2)) + an_1(z) D" (e f(2)) + ... + ar(x) D(e® f(x))+

+ag(x)e™ f(x)

= a,(2)e™ (D + a)" f(x) + an_1(2)e"“ (D + a)" ' f() + ... + a1(z)e™(D + a) f(x)
+ag(x)e™ f(x)

= e (a,(z)(D+a)" + ap_1(2)(D+a)" ' + ...+ ay(z)(D + a) + ao(z)) f ()
=e"L(D+a)f(x) |

Nota: para entrar una expresion exponencial dentro de un operador, uti-
lizamos la siguiente expresion,

e L(D)f(x) = L(D —a)(e™ f(x)) (4.11)

Ejemplo 25. Comprobar que (D + 2)(D — 2)3(2?¢**) = 0
Solucién:

(D+2)(D—2)*(2%e*) = **(D+2+2)(D+2—2)°2* = **(D+4)D*2* =0
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Ejemplo 26. Comprobar que (D — 3)"(e3* z") = nle3®
Solucién:

(D —3)"(¢*a") = &¥(D + 3 — 3)"a" = ¥ D"a" = nle

Ejemplo 27. Entrar la exponencial dentro del operador: e 3*(D—1)(D—3)z
Solucién:

e (D-1)(D—3)r = (D—(=3)— 1)(D—(=3) — 3)(c"*2)
(D +2)D(e *x)

4.9. OPERADORES INVERSOS

Dada la E.D. L(D)y = f(x), donde L(D) es un operador diferencial li-
neal de coeficientes constantes y f(x) es un polinomio o exponencial o seno o
coseno o sumas finitas de productos finitos de las anteriores, es conveniente
resolver la E.D. por el método de los operadores inversos (es un método que
sustituye el método de coeficientes indeterminados), este método también
sirve para resolver integrales.

Definicién 4.6. Dada la E.D. L(D)y ( ) de coeficientes constantes,
definimos el operador inverso L‘l(D) = ( Toy» como el operador tal que:

L7Y(D)f(x) es una solucién particular de la E.D., es decir, y, = L™ (D) f ().
Nota:

1. L(D)L7Y(D) =operador identidad y L~'(D)L(D) = operador identi-
dad.

2. Solucién general: y = yy, + vy, = yn + L~H(D) f(2)

Teorema 4.8.

Si y1 y ya son soluciones particulares de la E.D. L(D)y = f(x), entonces
estas dos soluciones difieren en una solucion que esta en el niicleo de L(D).

Demostracién: sea y = y; —y2, veamos que y pertenece al niicleo de L(D).
En efecto

L(D)y = L(D)(yr —y2) = L(D)y1 — L(D)ys = f(x) — f(x) =0

luego y pertenece al niicleo de L(D). |
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Teorema 4.9.
Si L(D) = D™ y h(x) es una funcién continua, entonces una solucién par-
ticular de la ecuacion diferencial D"y = h(z) es

// [ ba) dadr.ds

TL veces

TL veces

Demostracion. Por induccién:
n = 1 : Dy = h(x), su homogénea asociada es Dy = 0 y su ecuacién
caracteristica es m =0

:>yh:C’eO$:C’><1:C'

e integrando la E.D. original, se tiene

y:/h(x)da:+ C =yp+un

N—— Yn
Yp

Supongamos que se cumple para n = k: o sea que la solucién particular de

D*y = h(z) es
// / dx dz...dx

k: veces
k: veces

y veamos que se cumple para n = k + 1. En efecto, como

D*y = DDy = h(z)
hagamos u = Dy o sea que Du = h(x) y por la hipétesis de induccién,
para n = 1 se tiene que u, = [ h(z)dz, lamemos [ h(x)dz = f(x), entonces
u, = DFy, = f(x) o sea que y, es la solucién particular de la E.D. D¥y = f(x)

y por la hipétesis de induccion, para n = k, la soluciéon particular de esta
E.D. es

// [ @) dad, dx—// /[/ }dwdm dy =

k veces
k: veces k veces
/ / / dw dr ...dz [ |
k: + 1 veces

k: + 1 veces
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Teorema 4.10.
Dado L(D)y = e* f(x) donde f € C™(I ) v a €R (o a € C), entonces una
solucion particular de la E.D. es y, = e** L(D+a) f(z).

Demostracién: utilizando (4.11) en la pdgina 124 se tiene

L(D)y = e* f(x)
e “"L(D)y = f(x)
L(D = (=a))(e”*y) = f(x)
L(D +a)(e™*y) = f(x)

Como Y, = e™*"y, es una solucién particular, entonces satisface la anterior
expresion, luego L(D + a) (e”*"y,) = f(z); por la definicién de operador

Y,
Inverso 1
Y — axr
p € yp L(D + a/) f( )
luego
1
_ Lax [}
yp € L(D + a/) f(x)

Ejemplo 28. Hallar la solucién general de (D — 3)%y = 48x¢®”
Solucién: ecuacion caracteristica de la homogénea asociada:

(m—3)>=0=m =23 (con multiplicidad dos)

Yn = 016333 + 02$€3$

1 1 1
= = (48 =483 — g =
%=1y '@ = ! we’) = se (D + 3 — 3)2
—48€3$—:L’—4863$//:L’d$d$—48€3$/—d$—
—4863:6 —81’36
6
y:yh“‘yp

= C163 + Coxe™ + 8233 Solucién general




128 CAPITULO 4. TEORIA DE LAS E.D.O. LINEALES

Nota: como

L(D):anD”+...+a1D+a0

entonces su polinomio caracteristico es

P,(m) =a,m" + ...+ aym+ ag

Por lo anterior podemos afirmar que el espacio de los operadores lineales de
coeficientes constantes es isomorfo al espacio de los polinomios de coeficientes
reales y constantes.

Teorema 4.11 (Para polinomios).

Si L(D) =D+ a,a # 0 y h(x) un polinomio de grado n, entonces

! h(z) ! 1 D+D2 D3+ + ( 1)”Dn
r) = — [ — - e — P
D+a a a a? a’d

h(z).

an

Demostracion. Por la Nota anterior, el operador D + a es equivalente al

polinomio m + a y por tanto las expresiones racionales Dia y m%La son equi-
valentes
Por division sintética se tiene que:
1 1 1 1 m m? m? m"
:_{ m}:_b—— — =t () — }
m+a al[l+7 a a a a a"
Luego,
L _1h D+D2 D3+ +(1)”Dn+
D+a a a a? a3 an

Como h(z) es un polinomio de grado n, sus anuladores son D"*!, D"+2
es decir, D"**h(z) = 0 para k = 1,2, ...
Luego,

1 1 D D?> D3 D"
ha)=-[1-Z24+2 2 | h m
Syt = L L= D - T o b
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Ejemplo 29. Resolver la siguiente integral [ z'e* dx

Solucién:

1 1 1[. D D* D* D*
4 2 4 2 2 4 2 4
Ty = — gt — o2 S B Pt R Wil
/“ DT TS Dyt T 2[ o 4 8 "6 "
e [, 42 1222 24z 24
=— |2t — — - “Zl+c
2 {I > T4 T3 +16}

Teorema 4.12 (Para polinomios).

Si L(D) es un operador diferencial lineal de orden m con coeficientes

constantes y h(x) es un polinomio de grado r, entonces una solucion parti-
cular de la E.D. L(D)y = h(x) es de la forma

yp = mh(l’) = (bo + le + b2D2 + ...+ err)h(x)7

donde by + byD + by D? + ...+ b,.D" es el resultado de dividir
1 1

- = by + D +b,D* .+ b,D" + ..
L(D) ap+a1D+...+a,D" o + 01 + 03 + 4 +

x

Ejemplo 30. Hallar la solucién general de vy — y
Solucién:

= xe
Ecuacién caracteristica: m® — 1= (m —1)(m*+m+1) =0
y sus rafces son m =1, m=—3=+ ?z

Luego la solucién homogénea y particular son

P

1

3
yn = Chre” + 026_% T cos g r+ Che™ 2

S |
Ty 1 T D o1”
. 1 . 1

~CDSy3D2+3D+1-1"  DD*+3D+3)"

Tsen — x
2

. 1 / € 1 )
=e rdr = ————F7——7T
(D? + 3D +3) 2 D>+ 3D +3

e* 1 D 2 e’ 2
L T e I ) P
2{3 319 }x 6{% x+3}
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x

4

y:yh+yp

T+ —

For 5|

= Che” + Che 2 cos 5 x + Cse™ 2 sen 2 —2x + —]

3

Nota: el operador diferencial lineal de orden n con coeficientes constantes
se puede escribir asi:

L(D) = Li(D?*) + DLy(D?).
En efecto,

L(D) = ay+a1D+ a;D* + ... + a,D" =
= (ag + agsD* + ayD* + ...) + D(a; + azsD* + asD* + ..

y denotando por Li(D?) = ag + asD* + ayD* + ... y
Ly(D?) = ay + agD? + azD* + . . ., se obtiene

L(D) = Li(D?*) + DLy(D?)

Los teoremas siguientes también son validos para la funcién coseno.

Teorema 4.13.
1

Sia, L(—a®) y =gz son reales, entonces:

a. L(D?)senar = L(—a?)senax

b. ﬁ sen ax = ﬁ senax, si L(—a?)#0

Demostracién. a.Primero veamos por induccién sobre n que D*"( sen ax) =
(—a?)"sen az. En efecto:

Para n = 1, veamos que D?*(senax) = (—a*)sen ax.

Como D(senazx) = acosax y volviendo a derivar D?(senax) = —a*sen ax
o sea que para n = 1 se cumple que D?(senaxr) = —a”senaz.

Ahora supongamos que se cumple para n = k: D*(senax) = (—a®)¥ sen ax
y demostrmos que se cumple para n = k + 1.
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Aplicando las hipétesis de induccién para n = 1 y n = k, se tiene que
D2+ (senax) = D**2(senaz) = D*D?*(senar) = D?*(—a?)(senaxr) =
(—a?)D?*(sen az) = (—a?)(—a®)*(senax) = (—a?)*(sen azx).

Pasemos a demostrar el resultado de a.:

L(D?)senax = (ag + ayD* + asD* + ...+ ag, D*") senax

(.

-~

L(D?)
= agsenazx + asD?sen ax + ayD¥senax + ...+ as, D* senax
= agsen ax + az(—a?) sen ax + as(—a*)* sen ax
+ ...+ agy(—a*)"sen ax
= [ag + az(—a®) + as(—a*)* + ... + ag,(—a*)"] sen ax
= L(—a*)senax

b. Por el resultado en a., L(D?)senax = L(—a?)sen ax, aplicamos L~!(D?)
a ambos lados:

LY (D*)L(D*senaxr = L(—D?) L(—a*)senax = L(—a®)L~'(D?)sen ax

y dividiendo por L(—a?) se tiene

1 1
(D7) sen ar = L(—a?) senar con L(—a®) # 0. [
Ejemplo 31. Hallar la solucién particular de (D* —5D? +4)y = sen 3z.
Solucién:
1 1
b= pisspra "M T (DEE—spr 4t
! 3 3
= sen3r = —————— sen 3z
(—32)2 — 5(—32) + 4 81+ 45+ 4
= ——sen3dx

130
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Teorema 4.14.
Si a, Li(—a?) y Ly(—a?) son reales, entonces:

1. L(D)senax = Li(—a®)senax + DLy(—a?) senax

2.

1
senaxr = senax

L(D) L1(D?) + DLy(D?)

1
= Iy (—a?) £ DLy(—a?) senax

Demostracion. Por la nota anterior y por la parte uno del teorema 4.13.,
tenemos que:

L(D) = L1(D?*) sen ax+DLy(D?) sen ax = Li(—a*) senax+D Ly(—a*) sen ax =
Li(—a?)senax + Ly(—a?)a cos ax |

Ejemplo 32. Hallar la solucién particular para (D*+2D+2)y = ¢e® cos 2x
Solucién:

1 1
= x ‘2 = z 2
Yp D2+2D—|—26 cos 2x €(D+1)2+2(D+1)—|—2008x
1
= 20 = e’ cos2
‘ D2+2D+1+2D+2+QCOS Tee D2+4D+5COb ’
1
=" 2 = €° 9
(& (—22)+4D—|—5COS X (& 4D—|—1COS X
. 4D-—1 py o 4D =1
=€ COS 4l —= € ————— COS LY,
(4D —1)(4D + 1) 16D? — 1
. 4D-1 gy wAD -1
_616(—22)—1COS .1'—6_64_1(308 T
(4D — 1) cos? ¢ (—8sen? 27)
= — COS 4L — ——— (—aosen zr — COS 2T
—65 65
= % (8sen 2x + cos 2x)

Teorema 4.15.

Sean L(D)y = hy(x)+ihe(z) y yp = Yp, +1Yp, €s una solucion particular de
la E.D. anterior, entonces y,, es la solucion particular de la E.D. L(D)y =
hy(x) y yp, es una solucion particular de la E.D. L(D)y = ho(x).
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Demostracién. En efecto, como y, = y,, + iy,, es una solucién particular,
entonces satisface la E.D.: L(D)y = hy(z) + ihy(x)
es decir,

L(D)(Yp, +iYp,) = hai(z) +iha(z)

igualando la parte real tenemos
L(D>yp1 - hl(‘I)

es decir, y,, es solucién particular de L(D)y = hy(x)

e igualando la parte imaginaria tenemos
L(D)yp, = ha(x)
es decir, y,, es solucién particular de L(D)y = ha(z) |

Ejemplo 33. Aplicando el teorema 4.15, hallar una soluciéon particular
de la E.D. (D? + a®)y = €' = cosax + isen ax

Solucién: obsérvese que como L(D) = D?*+a* = L(—a?) = —a*+a* =0,
entonces no podemos usar el Teorema 4.13 parte 2. y mas bien utilizamos el
Teorema 4.15

1 . 1 ax
Yp = m(cosax +isenar) = Dt
, 1 , 1
— 1ax 1 — 1ax 1
ot D 2D+ — a2 V)
. 1 - 1 o1 D
— plaz 1) = efax —elar_— |1 _
D r2ap Y 2%ia+ D" 2a { Qia] ’

iar 1 1 e 1 1 . L
=e"— v ——| = —ix + —| = —(cos ax + isen ax) 9g

2ia 2ia 2a 2a 2a a
se descarta se descarta
1 1 1
= — | —cosar +xrsenax+t | —senax —xcosax
2a | 2a P 2a

Vv Vv
ypl ypz
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Los dos términos senalados en la expresion anterior no se tienen en cuenta
porque

yp = C4cosax + Cysen ax
y yp absorbe los términos descartados , por lo tanto:

1 1
Yp = Q—x sen ar — 22—95 COS ax
a a

Del Teorema 4.15 concluimos que

1
Yp, = — T SeN ax
P94

es solucion particular de la E.D.

(D* + a*)y = cosax

1
Yp, = ———T COS AT
p2 20/

es solucion particular de la E.D.

(D? + a*)y = senax

Ejemplo 34. Hallar la solucién particular de (D? + a?)y = cos ax
Solucién: como cos ax = parte real de e'® =R.e'*®, entonces

1 ax 1 ax
Y = D2+&2R6(e ):RB(D2+a2e )

1 1 1
= R.|—zsenaxr —i1—xcosaxr | = —zxsenax
2a 2a 2a

Ejemplo 35. Hallar la solucién particular de (D*+a?)y = sen ax = parte
imaginaria de (e) = I,,,(e"*)

Solucién: como sen ax = parte imaginaria de e'* =I,,e'**, entonces

1 ar 1 ar
o = pryg (e ):Im<D2+a26 )
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1 1 1
= I, —xsenar —i—xcosar | = ——x cosax
2a 2a 2a

Nota: el anterior método también se aplica para las E.D. de la forma
L(D)y = q(z)senax o L(D)y = q(z) cosaz, donde ¢(z) es un polinomio o
exponencial o producto de polinomio por exponencial.

Ejemplo 36. Hallar la solucién particular de (D?—2D+2)y = 4e®zsen
Solucién:

1 1
D> —2p 2 UYREEAC (D+1)2—2(D+1)+2menx

1
X :4CC
“D2roD+y1—2D—2+2 T T ¥ oy
= 4e D2+1x1m(e ) = 4e Im(D2+1xe )
| 1 | 1
=4e"1, | e ————— = 4¢°1,, | e :
‘ (e (D—l—i)Q—i—lx) ‘ (6 D2+2@D—1+1x)

=4e’l,, |67 ———F=2x ) =4e7],, | € - | =
(D +2i)D D+2i\ 2

Yp

rsenx

= e”I,,(cosx +isenx) (—z’x2 +z+ %)

- 9 COS &
=e (—2°cosx + xsenx +

La homogénea asociada:
(D* —2D +2)y =0
tiene por cuacioén caracteristica

2+£V4-8 2+

14
2 2 !

m’>—2m+2=0=m=
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=y, = Che®cosx + Chre’ senx

e cosx

y como 3£ aparece en ¥y, entonces descartamos esta expresion de y,, por
lo tanto la ueda de la siguiente forma:
P

yp = €” (—x? cosx + xsen x)

Ejemplo 37. Utilizando el método de los operadores inversos resolver la
siguiente integral: [ 22 cosz dx

Solucién:
22 cosx dr = le CcoOS T = ixQR e =R l 22e™
D D © ‘D
| 1 D D?
=R.e” 2?2 = Ree®= |1 — = 4+ = 22
D+ 7 7 72
iy |2 2T 2 i 2 -
=R.e"(—1) |2* — — + | = R e (—iz” + 2z + 21)
Z —_—

= Re(cosx + isenx)(—iz® + 2z + 2i)

= (2zcosz — 2senx + a?senx) + C

Ejemplo 38. Usando el método de los operadores inversos, calcular la
siguiente integral: [ €3* sen 2z dx

Solucidn:
1
/ e sen 2z dx = 5 > sen 2x = 3 sen 2
= 6SID27__9 sen 2x = eSxT__g sen 2
e3x 63:0
=13 (D — 3)sen2x = —1—3(2(:08235 —3sen2z) +C

Para los siguientes ejercicios hallar la solucién particular, utilizando el méto-
do de los operadores inversos:

Ejercicio 1. (D? 4+ 16)y = x cos 4z
(Rta.: y, = gz cosdz + % sen 4z)

Ejercicio 2. (D? 4+ 4)y = ze“senx
(Rta.: y, = ¢* [(55 — =) cosz + (5+ + £)senz])
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Ejercicio 3. (D? + 4)y = 64z sen 2z + 32 cos 2z
(Rta.: y, = 12z sen 2z — 822 cos 2)

Ejercicio 4 y" 5y” + 6y’ =2senx + 8
(Rta.: y, = —Lcosz + isenx + 32)

Ejercicio 5. (D? +9)y = 36sen 3z
(Rta.: y, = —6x cos 3z)

Ejercicio 6. (D + 1)y = cos 2z + 2sen 3z
(Rta.: y, = g=(cos 2z — 8sen 2z) + 3= (27 cos 3z + sen 3z))

Ejercicio 7. (D> + 2D + 2)y = ¢"senx
(Rta.: y, = —< (cosz — senx))

Ejercicio 8. Calcular, utilizando el método de los operadores inversos,
[ x?e* du.
(Rta.: & (2% — 32 4 30— 3y 1 0)

Ejercicio 9. Calcular, [ e ?t" dt, utilizando operadores inversos.

._eP i nntt n(n—1)t"—2 n!
(Rta.: —= [t e +...+pn]+(])

Ejercicio 10. Calcular, [ ze®cos2xz dx, utilizando operadores inversos.

(Rta.: % [w cos 2 + %cos 2x + 2w sen 2x — %senaz] +C)

Ejercicio 11. Dada la E.D. y" + by’ + cy = e**, donde a no es raiz de la
ecuacion caracteristica: Mostrar que una solucién particular es de la forma

= Ae* donde A =

a? +ab+c

Ejercicio 11. Dada la E.D. ¢/ + by + cy = €*, donde a es raiz de
multiplicidad dos de la ecuacién caracteristica: Mostrar que una solucién

particular es de la forma y, = Az?e®®, donde A = 3

4.10. E.D.O. DE EULER - CAUCHY

Definicién 4.7. La E.D.O. lineal

d" dr—t d
a, "d‘z+an " 1dxn_gi+...+a1x£+aoy:f(x)

donde ag,ay, . ..,a, son constantes, a, # 0y f(x) es continua, se le llama
E.D.O. de Euler-Cauchy.
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Con la sustitucion z = Inx o x = e*, convertimos la E.D. de Euler-Cauchy
(que es de coeficientes variables) en una E.D. con coeficientes constantes.

Veamos por el método de induccién que
nd"y

r — =
dx™

D(D: =1)(D. = 2)...(D: = (n— 1))y

En efecto, para n = 1, como

dz 1
z=Ihr=—=—
dr =«

dy _dyds _dy 1
dr  dzdr dz x
dy _dy _

= 2= -—2=0D,
dx dz Y

(4.12)

Supongamos que se cumple para n = k:

AV DD (D~ 2). (D (=D (4

y veamos que para n = k + 1 se cumple que:

k+1
k+1 d" 'y

dpkt1 - Dz(Dz - 1)(Dz - 2) s (Dz - k)y

derivando () con respecto a x , utilizando la regla de la cadena y las hipdtesis
de induccién para n = k:

d (xkﬁ) :i(Dz(Dz_1)(Dz_2)...(Dz—(k:—l))y)

dx dz* dx

Ik;ix;?{ n kxk—l% _ d% (D,(D, = 1)(D, —2)...(D, — (k—1))y) (Z—z)
— (DD = 1)(D. =2 (D. = (= 1)y )

Pk DY b p 1), — 2y (D~ (k= D)y

xk+13::2 =D3(D,—-1)(D,—-2)...(D.— (k—1))y— kxk%

— DD, —1)(D. —2)...(D, — (k- 1))y
—kD.(D, —=1)(D; —2)...(D. — (k= 1))y
= Dz(Dz - 1)(DZ - 2) T (Dz - (k - 1))(Dz - k)y
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hemos demostrado que para todo n =1,2,... se cumple que
d™y
a:”d— =D.(D,—1)(D,—2)...(D,—(n—1))y (4.13)
I-TL

donde z =Inz

Ejemplo 39. Resolver la siguiente ecuacién de Euler-Cauchy

2*y" + 2y’ +y = sec(lnx)

Solucién:

z=Inz = D,(D,—-1)y+ D,y+y = secz
Dy — D.y+ D.y+y = secz
D2y +y = secz = (D?+ 1)y = secz

Ecuacion caracteristica:
m>+1=0=m==+i

1. yp, = Cicosz+ Cysen z
Para hallar y, solo podemos aplicar el método de variacién de parame-
tros, ya que los otros dos métodos no sirven para trabajar con las
funcién secante.
La solucién particular, por el método de varicacién de parametros, es
de la forma

Yp = WY1 + Uzl

CON Y; = COSZ Y Y = senz

2. W(yr,y2) = ’ y} 92 =cos?z+ sen?z =1

. ’ COSs 2z sen z

Yi Y —senz cosz
1 f®y2 __ seczsenz __
3wy = W(y1,y2) 1 = —tanz
1 _f(®y1 _ seczcosz __
Y2 = Wigrwe) 1 =1
4. uy = [ujdz = In]cosz|, uy = [uhdz = =z

5. Yp = u1ys + usye = (In]cosz|)cosz + zsen z
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6. y=uyn+y,= (' cosz + cosen z + cos zIn | cos z| + zsen z

y = Cycos(lnx)+ Cysen (Inz) + cos(Inz) In| cos(Inz)| + In x sen (In z)
Resolver las siguientes E.D. de Euler-Cauchy.

. . . 2
Ejercicio 1. 2? ZTZ - fl—z +2y=xlnz

(Rta.: y = Cizcos(lnz) + Cozsen (Inx) + zlnx)

Ejercicio 2. (z —1)3 % +2(z —1)2 % —4(x —1) % +4y =4In(z —1)
(Rta.:y=Ci(x — 1)+ Co(z — 1) 2+ C3(x — 1)* +In(z — 1) + 1)

Ejercicio 3. 2%y —ay' +y=zIn’z
(Rta.: y = Ciz + Cozlnz + Lz ln’ z)

Ejercicio 4. 23Dy + 322D%y + 4xDy = sen (v/31nz)
(Rta.:y = C) + Cycos(v/3Inz) + Cysen (v/3Ing) — nesnlVsino)

6

Ejercicio 5. 2°D3y + 322D?*y + 2Dy = 2
(Rta.: y = C1 + CoIn || + CyIn® 2] + £a?)

Ejercicio 6. 22D?y — 4Dy + 6y = In 22
(Rta.: y = C12® 4+ Coz? 4+ s Inz + )

Ejercicio 7. 22D*y + xDy + 9y = cos(In z%)
(Rta.: y = Cy cos(Ina?) + Corsen (Inz?) +  Inzsen (Inz?))

Ejercicio 8.y — 2y + 3y = ;&
(Rta.: y = C122 + Cor + 2 In|[1 + 2|+ xIn |1 + z|)

Ejercicio 9. Hallar una base para el nicleo del operador diferencial
definido por:

L(D)=2*D*—xD +5: C*(I) — C(I)

(Rta.: (z cos(lnz?), xsen (Inz?))
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4.11. APLICACIONES DE LA E.D. DE SE-
GUNDO ORDEN

4.11.1. MOVIMIENTO ARMONICO SIMPLE

Supongamos que tenemos un resorte dispuesto en forma vertical, con el
extremo superior fijado a una superficie horizontal y el otro extremo libre al
cual se le fija una carga de masa m, la fuerza de recuperacion del resorte esta
dada por la Ley de Hooke:

F=ks

donde
s: elongacién del resorte.
k: constante elastica del resorte.

Deduzcamos la E.D. que rige el movimiento de la masa sujeta al resorte
(ver figura 4.2)

. con carga y con carga y
sin carga en equilibrio con movimiento

mg
La x bajo la posicién de equilibrio
se considera positiva; x = 0 es P.E.

Figura 4.2
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Por la segunda ley de Newton tenemos:

o _py Kz +5) +
m— = — mg = —k(z+s)+m
a2 g g
= —F +mg=—kx —ks+ mg
———

- 01 €en reposo

d*x d*x
Lk
J— —xr =
dt?  m
llamemos
k 9 d*z 9
E =W = \d? + wx :(i

—
E.D. segundo orden con coeficientes ctes.
Ecuacion caracteristica
m*+w=0=m=vV-—w?= fwi

Sol. general
x(t) = Cy coswt + Cysen wt

Condiciones iniciales:
z(0) =«

Si a > 0: el cuerpo estd por debajo de la P.E. (Posicién de Equilibrio).
Si a < 0: el cuerpo esta por encima de la P.E.

Si a = 0: el cuerpo estd en la P.E.

z'(0) =8

Si B > 0 el cuerpo inicia su movimiento con velocidad hacia abajo.

Si 8 < 0 el cuerpo inicia su movimiento con velocidad hacia arriba.
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Si 5 = 0 el cuerpo inicia su movimiento desde el reposo.

VC2+C2=A

Llamemos

y si hacemos

C
sen¢:j, cos¢:f
0 sea que
tan ¢ = i
no =
Cy

La constante A se le llama la amplitud del Movimiento Armoénico Simple
(M.A.S.). y el d4ngulo ¢ se le llama dngulo de Fase.

Como

x(t) = A(Cy cos Wtj: Casenwt) =A (% coswt + % sen wt)

= A(sen ¢ coswt + cos psenwt) = Asen (wt + ¢)

Periodo de Vibraciones Libres T se define asi: T = =&

Frecuencia f de vibraciones libres se define vomo el inverso del periodo,

es decir: f= % = 5

4.11.2. MOVIMIENTO AMORTIGUADO

Cuando el cuerpo sujeto al resorte se mueve en un medio que produce
friccion sobre el cuerpo, entonces decimos que el movimiento se efectiia con
amortiguamiento (ver figura 4.3), supongamos que el amortiguamiento es
directamente proporcional a la velocidad. Por la segunda ley de Newton
tenemos:

d*x dx
donde B constante de friccién o constante de amortiguamiento.
d2
me + ﬂ + kxr =0
Dividiendo por m:
d*x dx

ﬁ‘i—Q}\E—i—w.T—O
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con carga y
con movimiento

PE:xz=0 1

—liquido

Figura 4.3

Donde, 2\ = £ >0 y w? =

k
m m
Ecuacion caracteristica:
P2+ 2 p+w? =0

_ 2 _ 1.2 7 _ 2
2Ai\/;l>\ 4w _ 2)\122\0\ w v

P12 =

» Cuando A\? — w? > 0, entonces a este movimiento se le llama so-
breamortiguado (Ver figura 4.4), en este caso p; y pa son negativos.
Y como

2(t) = CrePt + CoeP?t = AV L 0 (A=A

por lo tanto

lim z(t) =0
t—o0
» Cuando \? — w? = 0, a este movimiento se le llama criticamente

amortiguado (Ver figura 4.5).

z(t) = Cre ™ 4 Cote™ = ™ M(O) 4 Cyt),

por lo tanto lim z(¢) =0
t—00
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x(t)

Figura 4.4 Sobreamortiguado

Figura 4.5 Criticamente amortiguado

= Cuando A>—w? < 0 olo que es lo mismo w?—\% > 0, a este movimien-
to se le llama subamortiguado (Ver figura 4.6).

2(t) = Cre ™ cos Vw2 — A2t + Che M sen vVw? — A2 ¢t

Llamemos /C}+C3 =Ay & = sen¢ y & = cos ¢, entonces

ACle_M cos Vw2 — A2t + Che Msen Vw2 — N2t
A

x(t) =
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x(t)
A /\ /\ /\—“ /N7 N et = SEELE t
\/ \/ \/ - XS ~=

Figura 4.6 Subamortiguado

= Ae M (% cosVw? — A2t + % sen Vw? — \? t)
= Ae Msen (Vw? — A2t + ¢)
Donde ¢ se le llama el angulo de fase.

Nota: respecto al movimiento sobreamortiguado y criticamente amor-
tiguado debemos anotar que no son movimientos oscilatorios y cruzan a lo
sumo una vez la posicién de equilibrio como se ve en las graficas 4.4 y 4.5

4.11.3. MOVIMIENTO FORZADO.

Ahora supongamos que el cuerpo sujeto al resorte esta en un medio que
produce friccién y también hay una fuerza exterior F'(t) que actia sobre el
cuerpo (ver figura 4.7). Por la segunda ley de Newton:

dz
Mmoo = —k(x—l—s)—l—mg—ﬁa—i-F(t)
d*z dx
Mmoo = —kx—ks—i—mg—ﬁa—i-F(t)
d2
Mmoo —l—ﬁ +/m—F(t)

E.D. segundo orden de coef. ctes, no homogénea
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con carga, con movimiento
y con fuerza externa

)
PE:z=01¢ i_ “

— liquido
xt mgHF(t) (fuerza externa)

Figura 4.7

Ejemplo 40. (Sin Amortiguacién) Este problema se le llama de Ampli-
tud Modulada (A.M.).

d2
d—tf + wx = Fycosnt,
donde Fy = constante, z(0) =0y 2/(0) = 0.

Solucién: la ecuacion caracteristica:
2 2 _ :
m-+w =0=m=*Fw:

Por lo tanto la soluciéon homogénea y particular son

zp(t) = Ccoswt+ Cysenwt
zp(t) = ﬁ Fycosvyt = Fy ﬁ cos vyt
= T—O’y? cosyt
Solucién general:
x(t) = Cy coswt + Cy sen wt + 5 cosyt

w? —
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Si elegimos como condiciones iniciales:

entonces

luego

Fy
x(t) = g (— coswt + cost) =

2F —
= ﬁsen <w 7) t sen <w—+7)t
w? — 7y 2 2

Periodo de sen (“’2;7) se calcula asf:

— 4
<UJ 7)T1:27T:>T1: D
2 W =y

5 0 5 (cosyt = coswt)
W= —7

w7y

Periodo de sen ( 5

) se calcula asi:

4
(w”)TQ:zﬁTQ: i
2 w -+

= T} > Ty (Ver figura 4.8)

Figura 4.8 Pulsos

Ejemplo 41. (Sin Amortiguamiento) Este problema se le llama de reso-
nancia, ya que la velocidad angular (o frecuencia angular) de la fuerza exterior
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esta en resonancia con la velocidad angular (o frecuencia angular) del cuerpo,

es decir, w = 7.

d2

d—tf + w?r = Fysenwt,
donde z(0) =0y 2/(0) =0

Solucién:

zp(t) = Cjcoswt+ Cysenwt

1 1
[L'p(t) = F() senwt = m

D? 4 w?
F(I 1 iwt ) F(I iwt 1 1 )
= m\ ™o 7 5 € = m | € .
0 D2+w2 0 (D+Ldl)2+w2
| 1
= F Im iwt 1
o (e D? + 2iwD — w? + w? )>
| 1
= F Im zwtil
o (e (D + 2iw)D ))
T ~) 1 D
= By, (e —t)) = Fy(I, (e |1 — —| ¢
o (e D 1 2iw )) o (e 2iw { 27@} ))

1
= Fy(I,(coswt + isenwt) — (t — —))

2w

FO (Im eiwt)

= 10( Fcos wh + — t)
- —\— - n
B COS W 5 Sen w

Fo
(2w)?

z(t) = zp + 2, = Crcoswt + Cysenwt — §—£ tcoswt. Con las condiciones
iniciales hallamos C} y Cy y obtenemos (ver figura 4.9):

descartamos el término senwt ya que esta en xy; la solucion general es

) F() sen wt F()

[E(t) = ZEh(t) + I'p(t) = T - %tcoswt
F t - F
lx(t)] = TORRIE 704 coswt| 2% oo
2w? 2w

NOTA:la E.D. del movimiento vibratorio de los resortes también se
aplica en:

a). Circuitos en serie, en este caso, la E.D. es
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x(t)

-
-

-

=+ -
-

-

41 F ’/ /’/
Bl /\
= VATl 1.

W -
e
\/
\\
Fy 3~~~

~

Figura 4.9 Resonancia

Donde (ver figura 4.10)

e ¢(t) es la carga instantanea (medida en culombios)

E(t) es el voltaje o fuerza electromotriz suministrada (medida en
voltios)

L es la inductancia (medida en henrios)

R es la resistencia (medida en ohmios)

e (' es la capacitancia ( medida en faradios)
L

$R
C
|

Figura 4.10
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. Barra de torsién.

La E.D. que rige el movimiento de torsion de un cuerpo suspendido del
extremo de un eje eldstico es (ver figura 4.11)
d*0 do

[ +c— =T
etk =T(t)

—+— Eje elastico

Figura 4.11

donde

e [ es el momento de inercia del cuerpo suspendido

e c es la constante de amortiguacion

e [ es la constante elastica del eje

e T'(t) es la fuerza de torsién exterior suministrada al cuerpo
Movimiento pendular; un péndulo es una masa m atada al extremo de

una cuerda de longitud a y de masa despreciable y el otro extremo fijo.
Hallemos la E.D. que rige su movimiento sin friccién.

Por la segunda ley de Newton y teniendo en cuenta que la componente
del peso en la direccion tangencial es mgsen 6, se tiene que
d?s

M- = —mgsen 9, (4.14)
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Figura 4.12

pero s = af, luego o= = qd? dt? y sustituyendo en 4.14 se obtiene

2
aj—tf = —gsend (4.15)

de la cual obtenemos la E.D. no lineal

&0
ﬁngsenH—O (4.16)

Para valores pequenos de 6, se tiene que senf =~ 6 y por tanto
d*0
dt2

que es una E.D. lineal. El proceso anterior lo llamamos linealizacién de
una E.D. no lineal.

ge =0 (4.17)

En forma similar obtenemos la E.D. para el péndulo amortiguado

d?0  cdf g
— — 4+ =senf =0 4.18
72 + — - + , Sen (4.18)
donde c es la constante de amortiguamiento. Linealizando 4.18
d?0 ¢ db g
— 9 =0 4.19
az T md (4.19)
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Ejemplo 42. Un cilindro homogéneo de radio r pies y peso W libras y mo-
mento de inercia I, = %g (con respecto a su eje g), tiene una cuerda flexible
enrollada alrededor de su eje central. Cuando el cuerpo cae la resistencia del
aire es % veces su velocidad instantanea. Si arranca desde el reposo, hallar

la distancia y de caida, en funcién del tiempo ¢, la velocidad limite y el por-
centaje de velocidad limite adquirido en 20 seg. (Ver figura 4.13)

LLL L L

170
T

=
-

+ \)\%

Y

Figura 4.13: yo-yo

Solucion. Si 0 es el angulo de giro alrededor del eje g en sentido horario
(ver figura 4.13), entonces y = rf y por tanto

dy do d?y d?0

V= —=7r— aqa = — =7"——mm

dt dt dt? dt?

Por la segunda ley de Newton:

d2

Z de fuerzas en la direccion del eje y = md—t‘g (4.20)
luego
W dy d?y
w2 dY 421
YT Tow T Mae (4.21)

d*0

O: Z de torques alrededor del eje g = [, 9
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o Wrldy  Wrdy (4.22)

despejando T en (4.22) y sustituyendo en (4.21), se tiene

W d?y W dy >y W d%y

Yy Wty ey

2¢g dt? 170 dt dt? g dt?
SWdy Wdy

2 g a2 TTodt

luego
Py g dy 2
dt> "~ 255dt 3
las condiciones iniciales son y(0) =0y y'(0) = 0.

La solucion general es

g 255
Yy = Cl + Cgeiﬁt + 170(t Va —)
g
y la solucién particular es
170 x 255 _ 4 255
y = 2P et q70(1 — 22
g g

la velocidad es
y = —170e 75" 4 170

la velocidad limite
lim ¢ =170 = v,
t—o0

el porcentaje de velocidad limite

y'(20) 100 — [—1706—%20 + 170

” o 1100 = (1 — e~ #52)100 = (1 — e~519)100

Resolver los siguientes ejercicios:

Ejercicio 1. Un peso de 8libras sujeto a un resorte, esta sometido a un
movimiento armonico simple. Determinar la ecuacion del movimiento si la
constante del resorte es 1libra/pie y si el peso se suelta desde un punto que
estda 6 pulg. bajo la posicién de equilibrio con una velocidad dirigida hacia
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abajo de %pie /seg. Hallar la solucién utilizando el angulo de fase.
(Rta.: x(t) = cos2t + 2sen2t = @ sen (2¢ 4 0,5880))

Ejercicio 2. Un peso de 24 libras sujeto al extremo de un resorte lo estira
4 pulg. Encuentre la ecuacion del movimiento si el peso, en reposo, se suelta
desde un punto que esta 3 pulg. sobre la posicién de equilibrio.
(Rta.: z(t) = —1cos4v/61)

Ejercicio 3. Un extremo de una banda elastica estd sujeto a un punto
A. Una masa de 1kg. atada al otro extremo, estira la banda verticalmente
hasta un punto B, de tal manera que la longitud AB es 16 cm. mayor que la
longitud natural de la banda. Si la masa se estira mas, hasta una posicién
de 8cm. debajo de B y se suelta; cual serd su velocidad (despreciando la
resistencia), al pasar por B?

(Rta.: j:g mts. /seg.)

Ejercicio 4. Un resorte, cuya constante es k = 2, esta suspendido y
sumergido en un liquido que opone una fuerza de amortiguacién nimerica-
mente igual a 4 veces la velocidad instantdnea . Si una masa m se suspende
del resorte, determinar los valores de m para los cuales el movimiento poste-
rior no sea oscilatorio.

(Rta.: 0 <m <2

Ejercicio 5. Un peso de 32 libras estira un resorte 6 pulgadas. El peso se
mueve en un medio que opone una fuerza de amortiguacién nimericamente
igual a [ veces la velocidad instantanea. Determinar los valores de 5 para
los cuales el sistema mostrara un movimiento oscilatorio.

(Rta.: 0 < 8 < 16)

Ejercicio 6. Un bloque ctbico de madera cuyo lado mide 1 pie se hunde
hasta que su cara superior estd a nivel de la superficie del agua y luego se
suelta. Se encuentra que el periodo es 1seg.. Despreciando la resistencia, hal-
lar la E.D. del movimiento del bloque y hallar el peso P del bloque?(Ayuda:
la fuerza hacia arriba ejercida sobre el bloque es igual al peso del agua desa-
lojada por el bloque; densidad de peso del agua: 62,41b/pie*)

(Rta.: ‘C%’ + By =0, 239)

Ejercicio 7. Un bloque cilindrico de madera, de radio y altura 1pie y
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cuya masa es 12,48 libras, flota en el agua (densidad del agua 62,4 libras/ pie’),
manteniendo su eje vertical. Si se hunde de tal manera que la superficie del
agua quede tangente al bloque y luego se suelta. Cual serd el periodo de
vibracion y la ecuacién de su movimiento? Desprecie la resistencia.

Ayuda: La fuerza hacia arriba ejercida sobre el bloque es igual al peso del
agua desplazada por el bloque.

(Rta.: \/25”79 seg., & = (2= — 1) cos /5mgtmts.)

Ejercicio 8. Un peso de 10libras sujeto a un resorte lo estira en 2 pies. El
peso se sujeta a un mecanismo de amortiguacion que ofrece una resistencia
numérica igual a [ veces la velocidad instantanea (5 > 0). Determinar los
valores de la constante de amortiguacion S de modo que el movimiento sea:
(@) sobreamortiguado, (B) criiticamente amortiguado, (¢) subamortiguado.

(Rta.: @ >3, ®A=2,00<8<2)

Ejercicio 9. Después que un peso de 5libras se sujeta a un resorte de
5 pies de largo, el resorte mide 6 pies. Se saca el peso de 5libras y se lo reem-
plaza por un peso de 8libras; el sistema completo se coloca en un medio
que ofrece una resistencia numéricamente igual a la velocidad instanténea;
a) Encuentre la ecuacién del movimiento si el peso se suelta desde un pun-
to que estd a %pie bajo la posiciéon de equilibrio con una velocidad dirigida
hacia arriba de 3 pie/seg. b) Ecuacién con dngulo de fase. ¢) Encuentre los
instantes en los que el peso pasa por la posicion de equilibrio en direccion
hacia arriba.
(Rta.: a) @ = Le X cosdt — le 2 sendt; b) & = Le 2 sen (4t + 7); c)

2 2

_nm 3 _
t_T_l_Gﬂ-’ n—1,3,5,...)

Ejercicio 10. Una fuerza de 2libras estira un resorte en un pie. Man-
teniendo fijo un extremo, se sujeta un peso de 8libras al otro extremo; el
sistema esta sobre una mesa que opone una fuerza de roce numéricamente
igual a % veces la velocidad instantanea. Inicialmente el peso esta desplazado
4 pulg. de la posicion de equilibrio con el resorte comprimido y se le suelta
desde el reposo. Encuentre la ecuacién del movimiento si se realiza a lo largo
de una recta horizontal, la cual se elige como eje X.

(Rta.: z(t) = —2e 4+ s e7*)

Ejercicio 11. Un peso de 24 libras estira un resorte en 4 pies. El movimien-
to subsiguiente se realiza en un medio que ofrece una resistencia numérica-




4.11. APLICAC. DE LA E.D. DE SEGUNDO ORDEN 157

mente igual a ( veces la velocidad instantdanea (8 > 0). Si el peso parte de la
posicién de equilibrio con una velocidad dirigida hacia arriba de 2 pies/seg.,
y si 8 > 3v/2, comprobar que,

3

VB2 —18

Ejercicio 12. Una masa de una libra sujeta a un resorte cuya constante
es 9libras/pie. El medio ofrece una resistencia al movimiento numéricamente
igual a 6 veces la velocidad instantanea. La masa se suelta desde un punto
que estd 8 pulg. sobre la posicién de equilibrio con una velocidad dirigida
hacia abajo de v pies/seg.. Determinar los valores de vy de modo que poste-
riormente la masa pase por la posicién de equilibrio.

(Rta.: vy > 2 pies/seg.)

2
e~3 Bt senhg 5% — 18t

z(t) = —

Ejercicio 13. Un peso de 16 libras estira un resorte en % pies. Inicialmente
el peso parte del reposo desde un punto que estd a 2 pies bajo la posicién
de equilibrio y el movimiento posterior se realiza en un medio que opone
una fuerza de amortiguamiento numéricamente igual a % de la velocidad ins-
tantanea. Encuentre la ecuacion del movimiento si el peso es impulsado por
una fuerza exterior igual a f(¢) = 10 cos 3t.

(Rta.: z(t) = e 2 [—% cos @t - % sen @t] + % (cos 3t + sen 3t))
Ejercicio 14. Un peso de 4 libras esta suspendido de un resorte cuya con-
stante es 3lbs/pie. El sistema completo se sumerge en un liquido que opone
una fuerza de amortiguacion numéricamente igual a la velocidad instantanea.
A partir de ¢ = 0, se aplica sobre el sistema una fuerza exterior f(t) = e
Determinar la ecuacion del movimiento, si el peso se suelta a partir del re-

poso, desde un punto que esta 2 pies bajo la posicion de equilibrio.
(Rta.: x = f—ge*‘“ cos 2v/2t + f—?ﬂe“‘“ sen 2¢/2t + %e*t)

Ejercicio 15. Al sujetar una masa de 2 kilogramos a un resorte cuya
constante es 32Nw/m, éste queda en reposo en la posicién de equilibrio. A
partir de ¢ = 0, una fuerza f(t) = 68e~ 2 cos(4t) se aplica al sistema. Encuen-
tre la ecuacién del movimiento en ausencia de amortiguacion.

(Rta.: © = —1 cos 4t + 2 sen 4t + e *(cos 4t — 4sen4t))

Ejercicio 16. Al sujetar una masa de un slug a un resorte, éste se estira
2 pies y luego queda en reposo en la posiciéon de equilibrio. A partir de t =0
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una fuerza exterior f(t) = 8sen4t se aplica al sistema. Hallar la ecuacion
del movimiento, si el medio que rodea al sistema opone una fuerza de amor-
tiguacion igual a 8 veces la velocidad instantanea.

(Rta.: v = e * + te " — 1 cos 4t)

Ejercicio 17. Hallar las E.D. del sistema de resortes acoplados con cons-
tantes ki y ko y masas m; y ms respectivamente, como se muestra en la
figura 4.14

(Rta.: ml% = —kix + ks (y — z), mg% = —ko(y — 1))

con carga y con carga y
en equilibrio en movimiento

Figura 4.14

Ejercicio 18. Hallar las E.D. del sistema de tres resortes acoplados con
constantes ki, ko, ks y masas my y ms respectivamente, como se muestra
en la figura 4.15

d

(Rta.: ml% = —kix + ka(y — ), m2£ = —ko(y — ) — k3y)

Ejercicio 19. Un peso de 4 libras estira un resorte una pulgada. Si un
peso de una libra se coloca en un extremo del resorte y el otro extremo se
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éjl?%qcl?ﬁl al"l% erf %lo(xj/&gr%i%ﬁ{co
ka1
PE---JF - 3
ko
PE--- 4 ----""-—-—————— -
ks

Figura 4.15

mueve de acuerdo a y = sen+/3¢gt. Encontrar la E.D. del movimiento del
peso y resolverla.

(Rta.: éf% =—4(z—y), x=—-2V3sen2,/gt+4sen/3gt)

Ejercicio 20. Dos pesos de 96 libras y 64 libras se mueven horizontal-
mente en una superficie lisa, cada resorte tiene k& = k; = ko = 600. En
t = 0 los resortes estan sin estirar y el de peso 96 tiene una velocidad de 600
pies/seg. alejandose del muro y el otro esta en reposo. Encontrar las E.D. del
movimiento . (Ver figura 4.16)

(Rta.: ml% = —k1x + ko(y — ), mg% = —ko(y — x))

Ejercicio 21. El resorte de la figura 4.17 tiene una longitud [ cuando
esta sin estirar; el collar situado en un extremo del resorte tiene un peso W
y se desliza por la varilla horizontal sin friccion. Expresar la aceleracién en
funcién de x; hallar la velocidad cuando pasa por C| si se suelta desde el
reposo a una distancia r = xg.

(Rta.: v = \/%(\/ZQ +at—1))
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AW 96+ —1 64

Figura 4.16

2

+

ANNNN\N

Figura 4.17

Ejercicio 22. En la figura 4.18 el cilindro de radio r esta suspendido
de una cuerda y un resorte como lo indica la figura, el resorte tiene una
constante k. Hallar el periodo y la frecuencia de vibracion del cilindro.

(Rta.: T =2my /3%, f=:1,/3£ donde m es la masa del cilindro.)

4.12. ANEXO CON EL PAQUETE Maple

Ejemplo 42. Hallar con el paquete Maple las raices del polinomio ca-
racteristico de la E.D. y® + 5y™® —2¢y®) — 10y” + ' + 5y =0
Solucion: la ecuaciéom caracteristica de esta E.D. es

m® +5m* —2m® —10m>+m+5=0

Efectuamos los siguientes comandos:
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L 4Ll

T
! B
Ty
3
+ \%\%
(Y
Figura 4.18

>eq := m"5+5*m”4-2*m”~3-10*m"2+m+5=0;

eqg:=m’+5xm*—2xm>—10xm>+m+5=0

>solve(eq,m) ;

—5,—-1,-1,1,1

>sols := [solve(eq,m)];

sols :== [=5,—1,—1,1,1]

Ejemplo 43. Hallar la solucién general y la particular de la E.D.
(D* —=3D*+9D 4+ 13)y =0

con las condiciones iniciales y(0) = 1, ¢'(0) = 2, ¢"(0) = 3, graficar la
solucién particular
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> restart;
> DE(tools) :diff(y(x),x,x,x)-3*diff (y(x),x,x)+9*diff (y(x),x)+13*y(x)=0;

d? d?

o) = 8 y(a) + 9Ly (a) + 13y(a) = 0

d
> dsolve({%,y(0)=1,D(y) (0)=2,D(D(y)) (0)=3},y(x));

4 4 5

>plot(rhs (%

= = N
o [6)] o

[¢)]

|

IIQIIII%IH

Figura 4.19
Ejemplo 44. Resolver con el paquete Maple la E.D. y” + 25y = 20 sen bx

Solucion:

>restart;
>y (x) :=Ckx*cos (5*x) +F*xx*sin (5*x) ;
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y(x) := Cxcos(bz) + Fasin(bz)

>yp:=diff (y(x),x);

yp = Ccos(bzx) — 5Cxsin(bx) + Fsin(bx) + 5Fxcos(bx)

>ypp:=diff (yp,x);

ypp = —10Csin(5z) — 25Cxcos(5x) + 10F cos(bx) — 25F xsin(5x)

>ypp+25*y (x) -20*sin (5%x)=0;

—10Csin(5z) + 10F cos(bx) — 20sin(5x) = 0

> collect (%, [cos(b*x),sin(b*x)]);

10Fcos(bx) + (—10C — 20)sin(bx) =0

> solve({10*F=0,-10*C-20=0},{F,C});

F=0,C=-2

Ejemplo 45. Resolver con el paquete Maple la E.D. por el método de
variacién de pardmetros y” + y = secx tanx

>with(linalg) :yl:=cos(x);y2:=sin(x);fx:=sec(x)*tan(x);
yl := cos(x)

y2 := sen (x)

fx := sec(z) tan(z)
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>y:=vector([yl,y2]);

y = [cos (z), sen (z)]

>M:=wronskian(y,x);

—sen (z) cos ()

Iy [ cos(x)  sen (x) ]

>ApBp:=linsolve (M, [0,fx]);

sen (z)sec (x)tan (z) cos(z)sec(z)tan (x)

ApBp = |— ) 2 2
pBp =1 (sen (x)) + (cos (x))* (sen (x))* + (cos (z))

>A:=int (simplify(ApBp[1]),x);

__sen (x)

cos ()
>B:=int (simplify (ApBp[2]),x);

B := —In(cos (z))
>501Gen:=Clxy1+C2*y2+A*xy1+B*y2;

_ sen (z)

SolGen := C1 cos (x)+C2 sen (x)—l—( + a:) cos (z)—In (cos (z)) sen (x)

cos ()

>simplify((SolGen),trig);

C1 cos(x)+ C2 sen (z) — sen (z) + z cos (z) — In(cos (x)) sen (x)

observese que en la solucién general anterior la expresiéon —sen () es ab-
sorbida por C2sen (), quedando como solucién general:

C1 cos (z) + C2 sen (x) + x cos () — In (cos (z)) sen (x)




CAPITULO 5

SOLUCIONES POR SERIES

5.1.

INTRODUCCION

Una serie de potencias en (z — a), es una expresién de la forma

Z Cp(z—a)™.

Toda serie de potencias tiene un intervalo de convergencia que consiste
de todos los puntos para los cuales la serie es convergente, por ésto,
decimos que una serie de potencias define una funcién cuyo dominio es,
precisamente, el intervalo de convergencia.

Una serie de potencias converge absolutamente en un ntimero z, si

oo
> 1Cullz —al"
n=0

es convergente .
Todo intervalo de convergencia tiene un radio de convergencia R.

Una serie de potencias converge absolutamente para |z —a| < Ry
diverge para |z — a| > R. Cuando R = 0, la serie sélo converge en
x = a. Cuando R = 00, la serie converge para todo x.
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El radio de convergencia se obtiene mediante el criterio de la razén, en
efecto, como

’ CnJrl(-T - &)nJrl , CnJrl
lim = |z — a| lim =Lz —a| <1
. e :
donde L = lim |=*| y como la serie es convergente cuando
n—o0 "
|z — a| < R, entonces el radio de convergencia es R = 7.

Si R+# 06 R # o0, el intervalo de convergencia puede o no incluir los
extremos a — R, a+ R de dicho intervalo.

Una serie de potencias representa una funcion continua en el interior
de su intervalo de convergencia.

Una serie de potencias puede ser derivada término a término en el
interior de su intervalo de convergencia.

Una serie de potencias puede ser integrada término a término en el
interior de su intervalo de convergencia.

Dos series de potencias pueden ser sumadas término a término si tienen
un intervalo comin de convergencia.

SERIES MACLAURIN DE ALGUNAS FUNCIONES

1.

T z? x3 z" Oocc"
(& =1+I+T+g+...+m+...zz—!

n=0
Convergente para todo x real ( 0 sea para —o0 < T < OO)

2n+1

23 25 27 n w . n _w
seny =1 — 3 + & — H+...+ (1) m—i‘---:Z(_l)

convergente para todo x real.

:c2 x4 x6 n x2" &0 n :CQ"
cosx:1—5+g—ﬁ+---+(—1) (2n)!+"': ZO(—U @n)!
convergente para todo x en los reales.

IS I5 1‘7 x2n+1 &0 x?n+l
senhx:x+§+g+7+---+m+---: Zo 2nf1)!

convergente para todo x real.
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x? x4 x8 z?n S 2"
5. coshx:1+g+ﬂ+ﬁ+~'+m+“‘:Z (2n)!
n=0

convergente para todo x en los reales.

6. ﬁ:1+x+x2+x3+...+x”+~-~:Zx”

n
convergente para x en el intervalo —1 < x < 1

3

Ton(lta) =e -S4 F o ()T = S ()

n

convergente para x en el intervalo —1 <z <1

R 5 _qyn a2 tl - _1yn 2l
8. tan"lr =T+ L — .+ (1) T+ =2 (1) 5o
n=
convergente para x en el intervalo —1 <z <1
e —1 123 | 1325 | 13527 1:3:5...(2n—1) g2n+1
9. sen x—a:—l— +245+2467+ Z 246 20 20+l

convergente para todo x en el intervalo —1 § x <1

10. Serie binomial: ,
(1+a) =1+rz+ + =Dl Re” 4L
convergente para x en el intervalo —1 < x < 1

r(r—1)z2
2!

5.2. SOLUCION EN PUNTOS ORDINARIOS
Supongamos que la ecuacion
as(x)y" + a1 (x)y' + ag(z)y =0

se puede escribir asi:
y'+ P)y + Qz)y =0

donde as(z) #0en I y P(x) = Z;Eg y Q(x) = 22)

az(x)
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Definicién 5.1 (Punto Ordinario). Se dice que x = a es un punto ordi-
nario de la E.D. y" + P(x)y' + Q(x)y = 0, si P(x) y Q(z) son analiticas en
x = a, es decir, si P(x) y Q(x) se pueden expandir en serie de potencias de
x — a con un radio de convergencia positivo.

Nota: si un punto no es ordinario se dice que es singular.

RECORDEMOS: serie Taylor de y(z) en x = a es:

0 (q
Zy ()(‘T_a)nv

n!

n=0
luego, toda funcién que tenga un desarrollo en serie Taylor alrededor de x = a

es analitica en © = a.

En particular cuando x = 0 a la serie Taylor se le llama serie Maclaurin
de y(z) y la serie tiene la forma:

>y
S0y

n!

n=0

luego, toda funciéon que tenga un desarrollo en serie Maclaurin es analitica
enz = 0.

Ejemplo 1. Hallar los puntos ordinarios y singulares de
y" + senxy’ + ey =0

Solucién: sen z: tiene expansion Taylor para cualquier a
e”: tiene expansion Taylor para cualquier a.
Es decir todo a en R es punto ordinario de la ecuacion diferencial, por tanto
no tiene puntos singulares.

Ejemplo 2. Hallar los puntos ordinarios y singulares de
xy” + (senz)y =0
Solucién:
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&0 (2n+1)
_qyn et
oy s S e
€Tr) = = = e —
x x —~ (2n+1)!

= x = 0 es punto ordinario de la E.D. por tanto todos los x # 0 son puntos
singulares.

Ejemplo 3. Hallar los puntos ordinarios y singulares de
y"+ (Inx)y =0

Solucién: x = 0 es un punto singular ya que Inz no tiene expansién en
x = 0, todos los demés puntos diferentes de cero son puntos ordinarios.

Analicemos el caso en que as(x),a;(z) y ap(z) son polinomios. Si en la
E.D. as(x)y” + a1(x)y’ + ao(x)y = 0 se tiene que as(x), a;(x), ap(x) son poli-
nomios sin factores comunes, o sea, sin raices comunes, entonces r = a es :

i) Un punto ordinario si as(a) # 0 es decir, = a no es raiz del polinomio
as(x).

ii) Un punto singular si as(a) = 0, es decir, si a es raiz de as(x).

Ejemplo 4. Hallar los puntos ordinarios y singulares de
(22 —4)y" + 22y’ + 3y =0
Solucién:

as(z) = 2 — 4 = 0, luego z = £2 son puntos singulares y x # +2 son
puntos ordinarios.

Teorema 5.1.

Si x = a es un punto ordinario de la ecuacion

as(z)y" + a1 (x)y + ag(x)y = 0,

siempre podemos encontrar dos soluciones distintas (linealmente indepen-
dientes), en serie de potencias; soluciones que son de la forma

y = Z Cr(z —a)™.
n=0

Una solucion en serie de potencias converge por lo menos para |x —a| < Ry,
donde R; es la distancia de a al punto singular mas cercano.
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Nota: para simplificar supondremos que el punto ordinario es a = 0, si
a # 0, se hace la sustitucién t = = — a. Esta sustitucion convierte la E.D. en
otra E.D. con punto ordinario ¢ = 0.

Ejemplo 5. Resolver por series la E.D. (22 — 1)y” + 42y’ + 2y = 0
Solucion:

2> —1 = 0 = x = &1 son puntos singulares y los z # %1 son puntos
ordinarios.

Trabajemos con el punto ordinario x = 0, los candidatos a solucién son
o
de la forma y(z) = > C,a"
n=0

Debemos hallar las C,,: derivamos dos veces:

Pasamos a sustituir ¢/(z) y y”(z) en la E.D. original:

I_Qy// _ y// +4xy/ + 2y — O

o0

inn—lC’x —Zn(n—l " 2+Z4n0m —i—ZQC’x =0
n=2

n=2

Homogenizamos las potencias de x:

in(n— io: m+2)(m+1)Cpioz™ +Z4nC x —1—220 " =0
n=2 m=0

n—2=m =n=m-++2

haciendo { n—9 =0

Escribimos todo en términos de k:

oo

D k(k = 1)Cra® = (k+2)(k + 1)Cryaz® + Y 4k Cra® + ) 20k =0
k=2 k=1 k=0

k=0
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Ahora homogenizamos el indice de las series:

Zk -1 CkZL’ —202 CgZL’—Z k?+2 k—f-l Ck+2x +401£L’+
k=2 k=2

+Z4k0kxk+200+201x+220kxk -0

k=2 k=2

luego

200—202+(601—2'3O3)$+Z [k(k—l)(]k—(k;JrQ)(k+1)0k+2+4k(}k+20k]xk =0

k=2
Comparando coeficientes:
I02200—202:0:>02:CO
1’13601—603:0=>01203
" k(k—1)+ 4k +2]Cp — (k+2)(k+1)Chia =0  k=2,3,...
(k> + 3k +2)Ch, — (k+2)(k+1)Chiz =0
(k+2)(k+1)C, — (k+2)(k+1)Crya =10

Ck+2:Ck k:2,3,
—_——
Férmula de recurrencia para los coeficientes

Iteremos la formula de recurrencia:
k:2204202200

k == 3 05 Cg Cl
k == 4 Cﬁ 04 == Co
k == 5 07 Cg, Cl
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Volviendo a

[e.e]
y(x) = Z Cpa" = Cy + Crz + Cox” + C32® + Cya* 4 Cs52° + Cea® + . ..
n=0

= Cy+ Ciz + Coz?® + Cia + Coz* + C12° + Coz® + . ..

La solucién general:

=Co(l+a’+a' +a%+.. .+ +. . )+Ci(g+2° +2° + ...+ 2™ )

yi(x) ya(z)
1
:COﬁ +Cl$(1+$2+$4+3}6+...+3}2n+...)
-z
1 le 1 2 3
:Col—a:2+1—x2 ya que m:1+x+x +x’+ ...

Siendo y1(x) y yo(z) dos soluciones linealmente independientes.
El siguiente ejercicio resuelto, sélo tiene validez para E.D. con condiciones

iniciales. Si la condicién inicial estd en x = 0, utilizamos las series Maclaurin
y si la condicién inicial estd en x = a, utilizamos la serie Taylor.

Ejemplo 6. y" — e %y =0, y(0) =9'(0) =1
Solucioén.

Serie Maclaurin de y(z).

y(0)=1  y'(0)=1
De la ecuacién tenemos que
y'(x) = e "y(x), evaluandoen x =0=y"(0)=1x1=1

Derivando nuevamente tenemos que:

-z, /

y"(x) = ey (z) — e y(x)
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evaluando en
r=0=¢y"(0)=1x1-1x1=0

y (@) = ey (@) =y (2) — e (Y (2) — y(2))

=y ™0)=1(1-1) = 1(1-1) =0

YN (z) = e (y" (x) = 2¢"(2) + ¢/ (x)) — e (y" () — 20/ +y( )
y@(0)=1(0-2(1)+1) —1(1 —2(1)+1) =
Sustituyendo en la férmula de Maclaurin:
2 5
y(x )—1+x+§—§+
Resolver por series los siguientes ejercicios en el punto ordinario x = 0:

Ejercicio 1. y" — 22y’ + 8y =0 y(0)=3, ¢(0)=0
(Rta: y = 3 — 1222 + 42%)

Ejercicio 2. (22 —1)y" — 6y =0
(Rta Y = C() Zn 0 men -+ Cl(iﬂ — [L’g))

Ejercicio 3. y —xyzO
1 1.6, 1 1.9 1,4, 1 1.7
m%mx +..)

Ejercicio 4. (z* + 1)y” + 6zy’' + 6y =0
(Rta: y = Co > o2 o (=1)"(2n + 1)a® + C1 Y07, (=1)"(n + 1)z*"*1)

Ejercicio 5. y' —xy —y =0
om 1 221
(Rta: y = Co >0 a5 3™ +Clznom )

Ejercicio 6. iy’ + e "y = O

(Sugerencia: Hallar la serie e™* y multlphcarla por la serie de y)
4 5

(Rta: y—C’O(l—“’— %_%_E 1%?. N+Cy(x— ﬂﬁd 2

Ejercicio 7. (z — 1)y" +4y' =0
(Rta: y1:CO, ygzclz%zclln\x—l\)
n=1
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Ejercicio 8. (1 + z?)y” + 2xy — 2y =0
(Rta: y(z) = Co(1 + xtan™t z) + Cyx)

Ejercicio 9. y' — 2y +y = —x cos z, y(0)=0, ¢(0)=2
(Rta: y(z) = . + senx)

Ejercicio 10. v — 2xy' + 4y = 0 con y(0) = 1y /(0) =0
(Rta: y = 1 — 22?%)

Ejercicio 11. (1 —z2)?y”" — (1 —2)y’ —y =0 con y(0) =¢'(0) =1
(Rta: y = )
Ejercicio 12. " — 2xy’ — 2y = x con y(0) =1 y ¢'(0) = —

(Rta: y = e — 2)

1
4

Ejercicio 13. y" + xy' + (22 — 1)y = z con y(0) = 2 y ¥/(0) = 3. Hallar
los primeros 6 términos de la solucién particular.
(Rta: y =2+ 3z +2? — 2% — Sat — 5a® — )

Ejercicio 14. Hallar la solucién particular de la E.D. de Ayry, alrededor
del punto ordinario z =1

y' —zy=0 y(1)=1, y(1)=0

(Rta: y =1+ G5t 4 Goph 4 ol Qe n )

Ejercicio 15. Hallar la solucién particular de la E.D.

y' —2ry—-2y=x  y(0)=1, y'(0)=-

2

(Rta.:y = =% +¢)

Ejercicio 16. Resolviendo por series, mostrar que la solucién de la E.D.
(x =1y —ay +y=0 con y(0)=-2, ¢ (0)=6

es y = 8xr — 2¢e”.
Ejercicio 17. 4" +xy' +y =10
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a). Hallar dos soluciones linealmente independientes y;(z), ya(x)

b). Usando el criterio del cociente, mostrar que las dos series son conver-
gentes para todo x.

¢). Probar que y;(z) = e (7
d). Usando el método de reduccién de orden de D’Alembert, hallar yo(x)
(Rta: a). yi(x) :1—%2%—%—%—1-..., ya(x) :x—%g’—i-%—%—i-...)
Ejercicio 18. La E.D. de Legendre de orden « es:
(1—2%)y" — 27y +ala+1)y=0cona > -1
Mostrar:

a) Que las formulas de recurrencia son:

(—1)"a(a=2)(a—4)...(a —2m+2)(a+1)(a+3)...(a+2m —1)

Com = (2m)!

(—D)™(a—1)(a=3)...(a —2m+1)(a+2)(a+4)...(a+2m)
(2m+1)!

C{2m—|—1 = C{1

b) Las dos soluciones linealmente independientes son:

o0

y1 = Cy Z(—l)m@2m$2m
m=0
y2 = C4 Z(—l)m@meQmH
m=0

donde ay,, y agm,11 son las fracciones encontradas en a), pero sin (—1)™

c) Si « es entero no negativo y par, entonces as,, = 0 para 2m > n;
mostrar que y; es un polinomio de grado n y ¥, es una serie infinita.
Si a es entero no negativo e impar; mostrar que as,+; = 0 para
2m + 1 > n y ys es un polinomio de grado n y y; es una serie in-
finita.
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d) Se acostumbra tomar la constante arbitraria (Cy o C segun el caso)

de tal manera que el coeficiente de ™ en el polinomio y; o y2 (segin el
caso) sea % y se les llama polinomios de LegendreP, (x). Mostrar
que:
(1) = x
— 2nkl(n — k)!(n — 2k)!

donde N =parte entera de 3

e) Mostrar que los 6 primeros polinomios de Legendre son:

Py(z) =1, Pi(z) =,
Py(z) = %(3x2 —1), Ps(x) = %(5x3 — 3z),

1 1
Py(z) = g(35:754 — 3022 +3), Ps(x)= §(63x5 — 702° + 157)

Ejercicio 19. Férmula de Rodriguez:

1 dr
nl2n dx™

Fu(z) = (z*=1)"

para el polinomio de Legendre de grado n.
a) Mostrar que u = (2% — 1)" satisface la E.D.
(1 —2*)u + 2nzu =0
Derive ambos lados de la E.D. y obtenga

(1—2?) +2(n—Dau + 2nu =0

b) Derive sucesivamente, n veces ambos lados de la ecuacién y obtenga:
(1 — 2?)u"*? — 220"+ 4 n(n + 1)u™ =0

Hacer v = u™ y mostrar que v = D"(1 — 2?)" y luego mostrar que v
satisface la ecuacién de Legendre de orden n

(2n)!

n!

¢) Demostrar que el coeficiente de 2™ en v es
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d) Explicar porqué ¢) demuestra la féormula de Rodriguez (Notar que el
coeficiente de 2™ en P, (z) es %)

Ejercicio 20. La E.D.
y" — 2y’ + 20y =0

se le llama ecuacién de Hermite de orden a.
a) Mostrar que las dos soluciones en serie de potencias son:

- Z(_l)QOa(a - 2)(2m()o'4 —2m + 2)x2m

m=1

> w2 =1 (a=3)...(a=2m+1) 5 .,
et S (a2 (2m>+1)<! )

m=1

b) Si « es entero par, mostrar que y; es un polinomio.
Si o es impar, mostrar que ys es un polinomio.

¢) El polinomio de la parte b) se denota por H,(x) y se le llama polinomio
de Hermite cuando el coeficiente de " es 2".

d) Demostrar que los 6 primeros polinomios de Hermite son:

Hy(x) =1, Hi(x) = 2z,
Hy(z) = 42* — 2, Hs(z) = 82° — 12z,
Hy(z) = 162" — 482 + 12, Hjs(z) = 322° — 1602° 4 1202

e) La formula general de los polinomios de Hermite es

22 d" 2

Ha(e) = (~1)e* T (™)

Por induccién mostrar que genera un polinomio de grado n.
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5.3. SOLUCIONES EN TORNO A PUNTOS
SINGULARES REGULARES

Definicién 5.2 (Punto singular).
i. Decimos que x = xy es un punto singular regular de la E.D.O.

y"' + P(x)y 4+ Q(x)y =0,

si (x — x20)P(x) y (x — x9)*Q(x) son analiticas en x = xy, es decir, si
(x —x0)P(z) y (¥ — x0)*Q(z) tienen desarrollos en series de potencias
de (z — zy). Si x = xg no cumple con la anterior definicién, entonces
decimos que x = x( es un punto singular irregular.

ii. Sien la E.D.
as(2)y" + ay(2)y + ag(z)y =0

se tiene que ay(x), ai(x), ap(x) son polinomios sin factores comunes, en-

tonces decimos que x = xy es un punto singular regular si
as(zg) = 0 y ademads, si en P(x) = Z;Eg v Q(z) = Zggg, el factor

x — xo tiene a lo sumo grado uno en el denominador de P(x) y grado
a lo sumo dos en el denominador de Q(z).

Ejemplo 7.Hallar los puntos singulares regulares e irregulares de
(@ =% + (2 —2)y' +y =0

Solucién:
Puntos singulares:

T —2 1
P@) = o=y = o2y
Q@) = ——

(@ =22z +2)?

» Con x = 42, como (x — 2) es un factor de grado uno en P(z) y de
grado dos en Q(z), por lo tanto x = 2 es punto singular regular.

s Con x = —2 es punto singular irregular, porque z+2 aparece con grado
dos en el denominador de P(z).
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Nota: los puntos singulares pueden ser ntimeros complejos.

Teorema 5.2 (de Frobenius).
Si x = xg es un punto singular regular de la E.D.O.

as(2)y" + ay(x)y + ap(x)y = 0,

entonces existe al menos una solucion en serie de la forma:

[ee]

n+r
g Chp(x — xo)"™,
n=0

donde r es una constante a determinar.
Esta serie converge en un intervalo de la forma 0 < x —xy < R.

Ejemplo 8. Utilizar el teorema de Frobenius para hallar dos soluciones
linealmente independientes de la E.D. 3zy” +1y —y =0
Solucién:

x =0 es punto singular y es regular porque

1 1
P = NS
()= Q=7
Suponemos una solucion de la forma:
Yy = Z Coa"" =y = Z(n 4+ 7)Cpa™
n=0 n=0

Z n+r)n+r—1)Cpa"t 2
n=0

y sustituimos en la E.D.

3y +y'—y = Z 3(n+r)(n+r—1)Cpa™t"™ 1—1—2 n+r)C ”J’T_I—Z Cpa™t" =

n=0

oo

Z(n+r)(3n+3r—2 gt ZCx

n=0
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oo

Z(n+r)(3n+37‘—2 ZCI

n=0

xT

Sacamos la potencia més baja:

[ (3r—2)00x_1+2n+r )(3n + 3r — 2)C, ZCI =
n=1
I k=n—-1 =n=k+1
ABAMIOS n=1 =k=0
x" [T(3T —2)Coz™ ' + Z(k + 7+ 1)(3k + 3r + 1)Chyr2™ — Z Chab| =0
k=0 k=0
x’ [T(ST —2)Coxt + Z [(k+7+1)(3k +3r +1)Chyq — Ci] 2"| =0
k=0
en potencias de:
r(3r—2)Co =0
y en potencias de:
2" (k+r+1D)Bk+3r+1)Cry —Cr=0 con k=0,1,2,...
. 2
siCy£Z0=r3r—2)=0 = ro =0 n=g y
h/_/ NG
cc. indicial indices (o exponentes) de la singularidad
Ck
Cri1 = k=0,1,2,...
k+1 (k+7“—|—1)(3k—|—37"—|—1)’ ) Ly 4y
Con r| = % que es la raiz mayor, entonces:
Cy, Ch
Chiy = - Ck=0,1,... 5.1
LTk )Bk+3) Bk+5)(k+1) (51
Con r9 = 0 entonces:
C
Chosr = b k=0,1,... (5.2)

(k+1)(3k+ 1)’
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Iteremos (5.1):

Co
k—0-01—5><1
k=1:Cy= G _ Co = Co
8x2 (bx1)x(8x2) 2Ix(5x8)
k=2:C5= G2 _ Co = Co
11x3 (Bx1)x8x2)x(11x3) 3lx5x8x1l
Cs Co
k=3:C, = -
S I T I x5 x8x1lx 14
generalizando
C, = Co n=12,...
nlx5x8x11x14...(3n+2)
Iteremos (5.2):
Co
k—0.01—1><1
Ch Co
k=1:C,= —
C: 2x4  (I1x1)x(2x4)
C& Cb Cb
k=2: = = =
Cs IxT7T (Ix1)x(2x4)x(3x7) 3'x4x7
P & Co
B = 0 T Wxax T X0
generalizando
C, = Co n=12,...

n!x1x4x7x10...(3n—2)

[o.¢] o

2 2 2

===y = E C’nx”+3:a:35 Cpox" = x3
n=0 n=0

O() + io: On$n
n=1

C n
0+;n!x5x8x11><14...(3n+2)w]

2

o0 n

x
1
+;n!x5x8x11xl4...(3n+2)

2
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ro=0=y, = iCnx"N = f:Cnx" = Co+§:cna:”
n=0 n=0 n=1

= O n
0+;n!x1x4x7x10...(3n—2)x

o n
x
1
Jr;n!x 1x4x7x 10...(3n—2)]
Luego la solucién general es :

y = ki1 + kayo

n

- x
1
+nz:1n!><5><8><11><14...(3n+2)

= k‘lco [B%

]{200

[o.¢] ;L"n
1
+nz:1n! X 1x4xT7x 10...(3n—2)]
observemos que para este ejemplo

2
L= 3 7‘220:>7“1—7‘2=§7éente7‘0

3

Nota: en general si x = 0 es un punto singular regular, entonces las funciones
rP(z) y z*Q(x) son analiticas en x = 0, es decir

rP(x) = py + piw + pox® + ...

2’Q(x) = qo + Qi + @ + . ..

son convergentes en intervalos de radio positivo. Después de sustituir y =
> o Crx™ en la E.D. y simplificar, la ecuacién indicial es una ecuacién
cuadratica en r que resulta de igualar a cero el coeficiente de la menor po-
tencia de x. Siguiendo este procedimiento se puede mostrar que la ecuacién
indicial es

r(r—1) 4 por +qo =0

Se hallan las raices de la ecuacién indicial y se sustituyen en la relacion de
recurrencia.
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Con las raices de la ecuacion indicial pueden ocurrir los siguientes tres
casos.

CASO I: cuando r; — ry # entero positivo (r; > rs), entonces las dos
soluciones linealmente independientes son:

oo
y=3 Cua™tn
n=0

oo
=3 Coam
n=0

Este caso lo hemos contemplado en el Ejemplo 8.

CASO II: cuando r; — o = entero positivo (r; > rg), entonces las dos
soluciones linealmente independientes son:

Yo = Cyi () Inz + anfﬁmm bo # 0,

n=0

donde C' es una constante que puede ser cero.

Nota: para saber si C' es cero o diferente de cero, utilizamos la férmula
de D’Alembert; si es cero, entonces en y, no aparece el término logaritmico.
El préximo ejemplo lo haremos con C' = 0; si C' # 0, y, también se puede
hallar utilizando la férmula de D’Alembert:

e—fP(a:)d;B
Y2 = yl(‘I)/ [y1(l’)]2 dx

o también derivando dos veces

Yo = Cyi () Inz + anfﬁmm bo # 0,

n=0

y sustituyendo en la E.D. e iterando la férmula de recurrencia para hallar los
coeficientes b,,.
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CASO III: cuando r; — 79 = 0, entonces las soluciones linealmente in-

dependientes son:
[ee]

Yy = Z Coz"™ con Cy#0

n=0

o0
Y2 = yi(z) Inz + Z b,z"t" sabiendo que | =7y

n=1

5.3.1. CASO II: r; — ro = entero positivo

Con el siguiente ejemplo mostramos el CASO 11, o sea cuando r; — ry =
entero positivo.
Ejemplo 9. zy” + (5+3x)y’ + 3y =0
Solucién:

x = 0 es punto singular regular, ya que

_5+3:U

Plz)= "=

3
x) = —
Qfa) =
Si utilizamos la férmula de D’Alembert encontramos que después de efectuar
todas las operaciones, el primer término no tiene logaritmo, por tanto C' = 0.
Ahora supongamos que

y = chxn-I—r = y/ fa, Z(n + T)Cnxn—f—r—l
n=0 n=0

o
y" = Z(n +7)(n+r—1)Cpa" 2
n=0
sustituyendo en la E.D.

xy" 4+ 5y + 32y’ +3y =0

o0

Z(n + T)(n +7r— 1)Cnxn+r71 + Z 5(77, + T)Cnxnﬂ"fl_i_
n=0

n=0
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i3n+r ””4—%36}1’"”20
n=0

n=0
x” Z(n+7‘)(n+r—l+5 ”1+Z3n+7‘+1 =0
n=0 n=0
" r(r +4)Coz ! + Z(n +r)(n+r+4)Chz™ ! + Z 3(n+r+1)Cpz"| =0
n=1 n=0
I k=n—-1 =n=k+1
ABAMOS N cando n =1 =k=0
luego
"lrr+ 4)Cor T + Y (k41 4+ 1)(k 47+ 5)Chi + 3(k + 7+ 1)Cila™ | =0
k=0
Por lo tanto la ecuacién indicial:
r(r+4)=0=r =0 ry=—4 oseaque r;—ry = entero positivo
y la férmula de recurrencia es
(k+r+1D)(k+r+5Ck1+3k+r+1)Cr,=0 k=0,1,...
e iteramos con la menor raiz indicial ro = —4:
(l{;+1)(k—3)(}k+1—|—3(k—3)(}k:O k=0,1,...
9C
k=0 : 1(=3)Ci +3(=3)Co = C, = ; = —3C,
6C 3 9
k=1 : 2(=2)Cy+3(=2)C, =0= Cy = 41 = —5(=3)C = 5Co
3C 9
k=2 : 3(_1)03 + 3( )02 =0= C’3 32 —500

k=3 : 4(0)C,;+3(0)C5=0=

Cy es parametro

k>4 0 Chpy= ———
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es decir

Cy : parametro

k> 4: Cyryr=— C 5.3
k+1 it 1) k (5.3)
iteremos (5.3):
3
]{3 = 4105——504
3 3x3
k= 5:Ce=—=Cs= C
76 " 5x6 °
3 3 X3 x3
k= 6:Cr=—2-Cs=—
7T sx6xT !
334!
=T G
generalizando
3(n=4)4|

Cu = (F1)'=——Cy nx4

y = icnwn4
n=0

= 27%Co+ Chz + Con® + C32” + Y Cra”]

n=4

9 9
= ZL’74[O() — 3001' + 500 I2 — 500 ZL’3 + 041’4 +

- L34 .
+) (-1 —— Cia"]
n=>
y1£$)
= Coz <1 —3x+ §x2 — 5953)
Y2 ()
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k=n—-—4 =>n=k+4

hagamos{ n—F k-1

[e.o]

3k4)
y = Coyi(z +C4<1+Z k+4k+4) k)

= Coyr(z) + Cy (1 + 24 Z(—l)” n ?:4)! x”)

N S

converge Vr € Re

Para abordar el caso iii) cuando r; = 75 necesitamos definir la funcién
Gamma.

5.3.2. FUNCION GAMMA: I'(z)

Definicién 5.3. Sea x > 0. La funciéon Gamma se define asi:
[(x) :/ e Tl dr
0

Teorema 5.3 (Férmula de recurrencia para la funcién T').

Parax >0: I'(x 4+ 1) = z2['(x) .

Demostracién: I'(x + 1) fo Trtdr = —e 7T + fooo re T lNdr =
la anterior integral se h1z0 por partes,
haciendo { v =T7"= du =z Vdr

dv =eTdt= v=—e"

=0—-0+x [ e " dr = al'(2)
ya que por el teorema de estriccién y la regla de L’Hopital

lim e 7% = lim = = |
T—$00 T—00 €
Observaciones:

a).

x (01}02]03|0405]06 107 ] 08]|09
['(z) | 9.5]459]299 222 /r|149|1.30|1.16 | 1.07
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b). Si x = n entero positivo:

N o
N[ =

I'n+1)=nl'(n)=n(n—1I'n—-1)=...=n(n—-1)(n—2)...1T(1)

Pero (1) = [[Fe 7 dr= —e 7| =—(0-1)=1

Luego,
I'(n+1) =n!

Definicién 5.4. Siz < 0, definimos I'(z) asi: I'(x) = (x = 1)I'(z —1) si
x # 0 o x # de un entero negativo. I'(z) = +oo si x =0 o x = entero
negativo.(Ver la grafica 5.1)

NOTA: la féormula para calcular I'(x) para x < 0 es:
1
I'(z)=-T(x+1)
T

En la figuta 5.1 se muestra la grafica de la funcién I'(x).

. . . 6
[ [ | [ [
| | | 5}
[ [ [
[ [ |
| | |
[ [ | I
[ [ b3
| | | I
| | P2
[ [ [
| | b
I I I 1 1 1 1
312 -l 1 2 3 4 5
| | -1
| |
[ [ -2
[ [
| | -3
[ [
| | L4
| |
| | -5
[ [
| | -6
Figura 5.1

Bjemplo 10. T(3) = T(3+1) = 1T () = 3T (1+1) = 317 (}) -
NG

2
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Ejemplo 11. T’ (—%)
Solucién:

Il |
/l_\/l_\/_\
VIR SN B NCREEN R )
N P

()

Como I'(n + 1) = n! para n entero positivo, generalizamos el factorial asi:

Definicién 5.5 (Factorial generalizado). z! = T'(z + 1), x # entero
negativo.

Nota: con n = 0 obtenemos 0! =T(0+1)=T(1) =1y
U=T(1+1)=1T1)=1x1=1
con esto probamos, mediante la funcion Gamma, que 0! =1 = 1!

Ejemplo 12. Hallar (%)‘

()3

Ejemplo 13. Calcular (—%)!
Solucién:

(D= () (- (D0
(D)

Ejercicio 1. Hallar fol x? (ln %)3 dx
(Rta: &)
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Ejercicio 2. Hallar [ e dx

(Rta: @)

Ejercicio 3. Hallar utilizando la funcién I': [~ 22e~*" dx

(Rta: ?)

Ejercicio 4. Probar que

1 (2n+1)!
) = /7
<"+ 2)‘ Jariny VT

para todo entero n no negativo.

5.3.3. CASO III: r{ = r9

CASO III: r; = r,. Tomamos como ejemplo para este caso, la E.D. de
Bessel de orden cero.

Definicién 5.6 (Ecuacién Diferencial de Bessel). La E.D.:

Py dy
2 2 2
bt (2= pPy =0

donde p es un parametro positivo, se le llama E.D. de Bessel de orden p.

Las soluciones de esta E.D. se les llama funciones de Bessel de orden p.
Cuando p =0y = # 0 entonces

Py dy
r——+ — +xy = 0.
dz?  dx 4
Hallemos explicitamente estas soluciones en el intervalo 0 < x < R; es facil
ver que z = ( es un punto singular regular.

Suponemos una solucion de la forma

0
. E n-+r
y - Cnx I
n=0
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con 0 <z < Ry Cy # 0; derivamos dos veces y sustituimos en la E.D. y

llegamos a esto:

o 00 o
St )= DO S () Cor™ T Y Gt = 0
n=0 n—0 —

D (n4r)Coa™ 1Y Cha™ T =0
n=0 n=0

z" [i(n +7)?Cpa™t + i Cnx”H} =0
n=0

n=0

para homogenizar los exponentes hagamos k =n —1 (oseaquen=k+1y
cuando n = 0 entonces k = —1) en la primera sumatoria y hagamos k = n+1

en la segunda sumatoria, luego

e} o0

ZL’T|: Z (k? +r+ 1)201€+1£L’k + Z C’k_lxk} =0

k=—1 n=1

x’ [7‘20095_1 + (r+1)Ci2° + Z[(k + 74+ 12 Cry1 + Cr_i] xk} =0
k=1

comparamos coeficientes
r*Co=0, (r+1°C1=0, (k+r+1)°Cyy1+Cr_1=0conk >1
81007&0:>7‘1:7‘2:T:0

0+1)2°C;=0=C, =0
Cr1

= — =12, ...
Crn (k+1)2 k=12
iterando k
Cy Cy
k=1 = — -
= C=arp T e
Cy
k=2 = 03 = —§ =0
Cy Cy
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k=4 = C5=0

B Oy Co
F=5 = G=—Gg = mrexe
Generalizando,
O() C10
Can (=1) 22.42.62. .. (2n)? (=1) (2-4-6---(2n))?
Co
= —]_n
( >(2n1-2-3...n)2
Co

= (-1) T (nl)E" n=0,1,2,...
0271-1—1 = 0, n:0,1,2,...

Sustituimos en

yi(z) = Z C,x"™ = Z Conz®™®
n=0 n=0

oo . CO o Y . 1 T\ 2n
= 2 g = % [ G () ]

Por definicién, la serie

D=L Co e

n=0
se le llama funcion de Bessel de orden cero y de primera especie

x2 ozt a0

1ty
Jo() 161 2301

La segunda solucién la hallamos por el método de reduccion de orden D’ Alembert:

yo(x) = Jo(x)/ﬂdxzbfo(x)/%dx

[Jo(z)]? Jo(z))?
x? 3zt ba’
como [JO(I)]2 = 1—?4—3—2—%4—...
1 x?  bxt  23a8
= =l4+—-+—-+

[Jo(2)]2 > "3 TEwe T
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N 1 _1+:1:+5a:3+23x5+
o[Jo(x))2 = 2 32 576
1 x  bx®  23x°
y2($) = JO(£)/(;+§+§+576+)¢%’

2 5t 2316
= Jo(2)1 o N
o(@)lnz+ 7+ oo+ o T

]

o)z + (1 x2+x4 28 N x2+5x4+23x6+
= T)inx —_ — _— — — —
0 4 64 2304 4 128 ' 3456
2 3zt 1126
— ] T2 .
Y2 Jo(@)Inw + - = o0+ 155

NOTA: observemos que

(-1)%1(1) 1 1
22(1)2 22 4
1 1 3 -3
—1)3 1+ )=_°=> -2
(=1) 24(21)2 * 2) 24222 128
1 11 11 11
—1)* l+-+-]= =
(=1) 26(31)2 ( ot 3) 26626 13824
Por tanto
x? x? 1 6 1 1
= @)z + o = o (14 2) (1+5+3) -
pe(r) = ho@) e+ 55 = omom (1 3) T\t T2t 3

yo(x) = Jo(z) Inx + Z (2_711()7:;2 <1 + % + % +...+ %) " (5.4)

Donde (5.4) es la segunda solucién y es linealmente independiente con y;.
La solucion general es:

y = CoJo(x) + Crya(7)

En vez de ys(x) como segunda solucién, se acostumbra tomar la siguiente
funcién combinacién lineal de y5 y Jy, como segunda solucion:

2

™

Yo(x) = —[y2(x) + (v = In 2)Jo(2)]
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donde 7y es la constante de Euler; a Yy(z) se le llama funcién de Bessel de
orden cero y de segunda especie y

1 1 1
y=lm |1+ -+-+...+4——1nn | = 0,5772

Ast Yy(z) serd igual a

Yo(z) = % LJo(z) In 2+

+§3GJVH il D) e g w2
2 22"(n')2 B 3 Ce n X Y 10l o\T

=2 o) S (o) ]

La solucién general es: y = C1Jy(z) + CoYo(x), las gréficas de Jo(z) y Yo(z)
se muestran en la figura 5.2

<N —X

O IS

Figura 5.2 Jy(x) y Yo(x).

5.3.4. ECUACION DE BESSEL DE ORDEN p :

Sabemos que
2y +ay' + (2 = p*)y =0

se le llama E.D. de Bessel de orden p > 0 y z > 0. Trabajemos con p > 0
y veamos que = 0 es un punto singular regular. En efecto, como x? = 0
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entonces t =0y

por tanto x = 0 es un punto singular regular; suponemos una solucién de la

forma
o0
Yy = E Cx™tr
n=0

con Cy # 0y 0 < z < R; derivamos dos veces y sustituimos en la E.D., el
resultado es:

" | (1 = p*)Cox® + [(r+1)? = p°|Cra + Z{[(n +1)? = p’|Cp + Cpa}a™| =0

n=2
Luego,
(r* —p")Cy=0
[(r+1)*=p*Cy =0 (5.5)

[(n+7)*—p*Cp+Cpp =0 para n>2
Si Cy # 0 = r? — p*> = 0 (ecuacién indicial)
r=4+p=r;=p  ry=—p (indices de la singularidad)
Siry = p = en la ecuacién (5.5):
(p+1)? = p*JCL =0
(1+2p)Cy =0=C; =0, yaque p>0
[(n+p)?—pICi+t Cra=0 n>2

(n® + 2np)Cp, + Crp = 0
n(n+2p)C, + C_2 =0 n > 2
Can

Ch=————""— n>2
n(n + 2p)
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por tanto todos los coeficientes impares son cero, ya que C7 = 0.

[teramos los pares con n > 2 y obtenemos:

(—1)" Gy
(2-4...2n)(2+2p)(4 4+ 2p) ... (2n + 2p)’

0271 =

(=1)" Co
Cop = ; =0,1,2...
T 2pl(14p)2+p)B+p) - (n+p) !
luego,
yi(r) = Z Cpa"? = a? chxn
n=0 n=0
Asi,

yl(f) =z Z C2n$2n
n=0

Al reemplazar (5.6), obtenemos:

D N (_1)" "
nile) = 2"Co ; 22 pl(1+p)(2+p)(3+p)---(n+p)
0o (_1)n x2n+P

= G?) o nl(1+p)2+p)(B+p) - (n+p)

n=0

N (=1)" AN
- KOZn!(l+P)(2+P)(3+p)~-~(n+p) <§>

n=0

donde la constante Ky = Cy 2P .
Veamos los siguientes casos:

@ Si p es un entero positivo:

2

(_1)n <x>2n+p

n(e) = p!;n!p!(l+p)(2+p)(3+p)"'(n+p)

(5.6)
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a la expresion
i (_ 1)” <.CL'> 2n+p
! 1\2
“—nl(n+p)!\2

se le llama funcion de Bessel de orden p y primera especie y se denota por
Jp(x).

® Si p es diferente de un entero positivo:

B () (_1)71 T\ 2n+p
yl(ﬂf) = Zn!(1+p)(2 +p)(3+p)...(n—|—p) <§>

B ) ©© (—1)" z 2n+p
= Te )Y T e (2)
ycomo I'(n+p+1) = (n+p)Il(n+p)
= (n+p)n+p—-1LCn+p-1)
= (n+p)ntp—-1---(1+pI'(1+p)
— (=" <x>2"+f’

entonces yi(z) = F(p+1)zn|p(n 2

n=0

+p+1)

La expresion

> F(El_i);-i- 1) <g>2n+p = (@)

n=0

se le llama funcion de Bessel de orden p y primera especie y se denota por
Jp(z), (Ver gréfica 5.3).
04}

OQ*A AWAN AN

—0.2

—04t

Figura 5.3 Jz (x).
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En general para p = entero o p # entero y p > 0

T =D ré;lfz 1) @)mﬂ]

m=0

Para ro = —p, supongamos que r; —ry = p — (—p) = 2p y 2p diferente de un
entero positivo y p > 0.
La segunda solucion es :

=2 nl r(ga_—l); 1) (g)%p = (@)

n=0

que es la funcién de Bessel de orden —p

La solucién general, y(z) = C1J,(z) + CoJ_,(x) si 2p # entero positivo

p > 0. También, si 2p = entero, pero p # entero, entonces la solucién general
es y(z) = C1Jp(x) + Cod_(2)

0.4

0.2

—0.2

T

—-0.4

T

Figura 5.4 Js(z) y J_3(x).

Cuando r;—ry = 2p = entero positivo (caso ii.) y p es un entero, entonces
J, v J_, son linealmente dependientes (Ejercicio)(Ver figura 5.4 con p = 3,
obsérvese que J_3(z) = —Js(x), es decir son linealmente dependientes). En
este caso la segunda soluciéon es de la forma

yo(z) = CJyInz + Z b,z P C #0

n=0

O también podemos usar el método de reduccion de D’Alembert como hici-
mos con la funcién de Bessel de orden cero y segunda especie Yy(z).
Haciendo el mismo proceso, llegamos a Y, () = Bessel de orden p y segunda
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especie,

5) =3 S ()

n=0

%i e (Z nzﬂ? )(m (g)%p)]

SER®
l—l

Donde v es la constante de Euler. La solucién Y, se le llama funcién de
Bessel de orden p y segunda especie.

Solucién general: y = C1J,(x) + CyY,(x), donde p es un entero positi-
vo.Ver grafica 5.5 para Y,(x) con p = 1.

0.5}
\/10\/5 o X 3035 A0 N 50

—0.5 |

—1.0l

Figura 5.5 Yi(z)

Las siguientes propiedades de la funcion de Bessel, se dejan como ejerci-
cios.

Ejercicio 1. Mostrar que con el cambio de variable y = L\/f—c) reduce la
E.D. de Bessel de orden p a la E.D.:

u”(;n)+{1+<%—p) ;2} u=0
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Ejercicio 2. Con el resultado anterior, mostrar que la solucién general
de la E.D. de Bessel de orden p = % es:

senax COS T

NI

y=0C4

Ejercicio 3. Sabiendo que

D P e

n=0

Mostrar que

a2 s, k) = kT a (k)

a2 (k)] = ko (k)

T
donde k£ = cte.

Ejercicio 4. Con los resultados del ejercicio anterior, mostrar que:

L) = klpaha) ~ L) (0
% [Jp(kx)] = —kJppa(kz) + g Jp(kz) (%)

Y con esto mostrar que

d

[y (0)] =

[Jp-1(kx) — Jpi1 (k)]

N |

Jy(kz) = ‘;—jj pr (52) + Jyr (k)]

Ejercicio 5. Hallar J;(z) y £ Ji(z) en términos de Jo(z) y Jo(2).
Hallar Jp+%(x) en términos de Jp_%(x) y Jp+%(x).

Ejercicio 6. Probar que [ Ji(z)dz = —Jo(z) + ¢

Ejercicio 7. Probar que para p entero positivo:
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i) Usando el ejercicio 4. y la aproximacién

2 T  pm
Jp(z) =~ \/Ecos(x— i 7)

Probar que [ Jyi1(x)dx = [;° J,-1(x) dz.

ii) Sabiendo que [;°Jo(z) dz = 1 (ver ejercicio 21. de la seccién 6.4),
mostrar que [ J,(z) dz =1

i) f (242 do = 1
Ejercicio 8. Para p =10,1,2,... mostrar que:

i) J—p(f) = (_1)p‘]p($)
ii) Jp(—z) = (1) Jy(x)

i) J,(0)=0, p>0

v) lim Yy(z) = —oo

Ejercicio 9. Comprobar que la E.D.

zy” + (1 =2p)y +ay =0

tiene la solucién particular y = 2P.J,(z)
(Ayuda: hacer u = x~Py)

Ejercicio 10. Con el cambio de variable y = 2~ 2u(\z), hallar la solucién

general de

22y + 2xy 4+ NPy =0

(Rta.;y = Cyz—2.J1 (Ax) + ng_%J_%(Aa:))

1
2
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5.3.5. PUNTO EN EL INFINITO

Para la E.D.: y" 4+ P(z)y’ + Q(x)y = 0, se desea saber el comportamiento
de la solucién en el infinito, para ello se hace el cambio de variable t = %
O sea que cuando x — oo =t — 0.

Derivemos dos veces (usando la regla de la cadena) y sustituyamos en la
E.D.:

yf:@:@ﬁ:@(_i):_g@

dx dt dx dt " x? dt

d dy d dy. dt , d%y dy..
A Sy A W G A YLy S e ) Vs
Ve n @ T w T T ae gt
s 72 P, Q0
vt [t I ]y = =0

Si t = 0 es punto ordinario entonces x en el infinito es un punto ordinario.
Si ¢t = 0 es un punto singular regular con exponentes de singularidad 7y, 79
entonces x en el infinito es un punto singular regular con exponentes de
singularidad 7y, rs.

Si t = 0 es un punto singular irregular entonces = en el infinito es un punto
singular irregular.

Ejemplo 14. Anélizar los puntos en el infinito para la E.D. de Euler:

" 4:/ 2
y +-y+—5y=0
T T

Solucion: haciendo el cambio de variable ¢ = % queda transformada en la
E.D.

Por lo tanto ¢t = 0 es un punto singular regular y la ecuacién indicial es
r(r—1)—2r+2=0=1r =2, 1, = 1, por lo tanto z en el infinito es un
punto singular regular con exponentes 2 y 1.

Para los ejercicios siguientes, decir si la E.D. tiene un punto singular
regular o irregular en el infinito:

1). 2%y —4y =0
(Rta.: hay un punto singular regular en el infinito)
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2).

1’3 "y 21,23/1 + 33/ =0
Rta.: hay un punto singular regular en el infinito
Y

Para los ejercicios siguientes hallar las raices indiciales y las dos soluciones
en serie de Frobenius, linealmente independientes con |z| > 0.

1).

2).

3).

4).

5).

6).

7).

dry”" + 2y +y=0
(Rta.: y; = cos\/x, ys = sen/x)

xy” 4+ 2y 4+ 9zy =0
(Rta.: Y = cos]:?):c, Yy = sen3:c>

T

xy”" 4+ 2y —dxy =0
(Rta.: Y = COSE 21:, Yo = senh2:c>

T

2y —y + 423y =0
Rta.: y; = cos2?, y, = sen x>
Y

4a?y" — 4y’ + (3 — 42y =0
(Rta.: y; = y/zrcoshz, ys = /xrsenhx)

22y + 3y —y=0
(Rta.:

o0 n oo n

xr 1 xr
yl_;on!3~5-7...(2n+1)’ 2= ;n!1-3-5...(2n—1))

2y —y' —y =0
(Rta.:

3
— 230 )= 1—
’ +Zn'5 7. 2n+3) T anl 3 5 277,—3))
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8). 3y +2y +2y =0
(Rta.:
1)rgn 1)m2n
_ =1 v
= Z GBrry +Zn‘2 FETE
9). 22" +xy' — (14 22%)y =0
(Rta.:
o 1-271 . [ee] I.Qn
— 21 =T
y1 = a( +;n]7.11...(4n+3))’ 2= ;n!1-5...(4n+1))
10). 2e%y" +ay —(3-22")y=0
(Rta.: y1 = 22 (1+ 307 s ),
o) _1)77,—1
_ 1 1 ( 2n
yr=a"( +;n!3-7...(4n—5)x )
11). 62" + Tay' — (2> +2)y =0
1 00 $271
(Rta.. Yy =22 (1 + Zn:l gnn119.31...(12n+7))’
TS )
Ya =1 £ onpls 17 (120 — 7)
12). 3a%y" + 2y + 2%y =0
1 oo —H" n
(Rta: gy =23(1+) ., W%M‘IQ )
(=" 2
=1 "
Y2 +;2”n!5-11...(6n—1)x )
13). 2zy" + (1 +2)y' +y =0

(Rta.:
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14). 2zy" + (1 — 222)y’ — 4oy =0

(Rta.:
o) 2n o0
1 A 1 2? 2"

15). 2"+ 3 —2)y —y =0
(Rta.: y; = a:’2(1 +x), yp=1+2 fo:l (rfm)!)

16). 2y’ +(5b—2)y —y =10
2 3 O
(Rta.:y; =27 4(1+ 2 + S+%), p=1+24 Dot (nill)!)

17). 2y" + (x —6)y’ —3y =0
(Rta.:

o0

1 1 1 —-1)"4-5-6---(n+3
Y = l—cat+—a’——2a° yy = x7(1+z (1) (n >x"))
1

277107 120 n8-9-10---(n+7)

18). bzy” + (30 + 3:1:)3/ +3y=0
(Rta.: y; = 2~ (1——x+—x — oo x® + 2ot

250 5000
yo=1+12037, (n+5)'5nxn)

19). 2y" — (4+2)y +3y =0

(Rta.: gy = 1+ 204 122 + 2%, o = (1 + 12037, ((:i;))!x”))

20). 2%y" + 2z + 32?)y — 2y =0

_1\yn—1an
(Rta.: yy =2 2(2 — 62+ 92%), y2 =D 07, ( (173+2)!3 ")

21). z(1 —2)y" =3y +2y =0
4
(Rta.: y; = 3+ 22 + 22, yp = (lf—a:)Q)

22). 2y +2y —2y =10
cosh x - x2ntl senh z
(Rta Y1 =2 -1 Zn -0 (2n)' = $h ! Zn =0 (2nt1)! xh )
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23).

24).

25).

26).

27).

28).

29).

30).

31).

32).

x(x—1)y"+3y —2y=0
(Rta.: y1 =14 2z + 322, yo = > 0 ((n+ 1)a"™)

vy"+(1—2)y —y=0
(Rta.: yi(z) = Y "% = €%, yo = yi(x) In|z| + y1 () (—x + ixQ -
et et )

vy"+y' +y=0
(Rta.:

mmzif@

n=0

" ) 23
‘))2 ", Yo = y1(z) In|z| + y1(x) (22 + ZxQ + 2—7x3 +...)

2?2y +x(z -1y +y=0
(Rta.: yi(z) = ze™™, yo =ze “(In|z| +z + 32° + g752° +..))

zy’ + (@ —1)y' —2y=0
(Rta.: yy(z) =22, yo=222Infa| — 5 +o— g2+ ..)

zy' — 2z — 1)y + (x— 1)y =0
(Rta.: y1(z) = e, yo =" In|z|)

y//+ %y/+4x2y =0
2 2

(Rta.: yl(x) — sen xr , y2 =N COos T )

2

y'+ 2y —Zy=0
(Rta.: y1(x) =z, yo = ;12)

2y’ + 2y + a2y =0
(Rta.: yi(x) = =T,y = <3F)
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33). 2" +(1—22)y — (1 —2)y =0
(Rta.: yi(z) = e”, y2 =e”In|z|)

34). v =2y + (14 =)y =0
(Rta.: yi(z) = Ve, y2 =z e In|z])

35). z(x —1)y" —(1-3x)y +y =0
)

36). ¥+ 2y —y=0
5132 4 IL'2 4
(Rta.:yl(x):1+2—2+(;—)2+..., yo =Inlzjyy — (5 + 25 +..)

x+1 3 _
37). ¥+ 52y + 52y =0
1\

38). 2%y +x(x— 1)y —(x — 1)y =0
(Rta.: yy(z) = z, yp = xln|z|+ 322, ELpntl)

n=1 nln

39). zy — 2% + (#* —2)y =0 con y(0) =0y y'(0) =1
(Rta: y = xze”)

40). La ecuacién hipergeométrica de Gauss es
z(l—a)y" +[y=(a+B+1)y —afy=0
donde o, (B, < son constantes

a). Mostrar que z = 0 es un punto singular regular con exponente de
singularidad 0 y 1 — 7.

b). Si «y es un entero positivo, mostrar que

y(z) = 2° i C,x" = i C,x"
n=0 n=0
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con Cy # 0, cuya relaciéon de recurrencia es:

(a+n)(B+n)
(v+n)(1+n)

Cn—i—l -

n

para n > 0

c). Si Cy =1 entonces

donde o, = a(a—1)...(a+n—1) para n > 1y similarmente se
definen 8, v vn.

d). La serie en ¢) se le llama serie hipergeométrica y se denota por
F(a, 8,7, x). Demostrar que:
1) F(1,1,1,2) = = (la serie geométrica)
2) 2F(1,1,2,—x) = In(1 + x)
3) ©F(3,1,3,—2%) =tan"'x
)

4) F(=k,1,1,—z) = (1 + z)* (la serie binomial).

5.4. ANEXO CON EL PAQUETE Maple

Ejemplo 15. Resolver la E.D. del Ejemplo 5. (2% — 1)y” + 42y’ +2y = 0
>Eqnl:={(x"2-1)*D(D(y)) (x)+4*x*D (y) (x)+2*y(x)=0,D(y) (0)=C1,y(0)=CO};

Eqnl :=
{(z°=1)xD(D(y))(2)+4x2xD(y)(2)+2+y(z) = 0, D(y)(0) = C1,y(0) = CO}

>0rder:=8:
>Sol1l:=dsolve(Eqnl,y(x),series);

Soll := y(x) = CO+C1lr+C0z* +C1la* +C0z* +C12® +C02°+Cl2" +O(2)

Ejemplo 16. Para el ejemplo anterior, hallar la relacién de recurrencia, ite-
rarla hasta n = 8 y luego dar la solucién.
Debemos cambiar el formato de entrada de la E.D.
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>eqn2:=(x"2-1)*diff (y(x) ,x,x) +4xx*diff (y(x) ,x)+2*xy(x)=0;

>eqn2 = (2* — 1)« dif f(y(x),x,2) +4d*xxdif f(y(z), ) +2xy(z) =0
>SeriesSol:=sum(a[n]*x"n,n=k-2..k+2);

SeriesSol := alk — 2]*~2 + a[—1 + k]2 + a[k]z® + a[l + k]z0+F) +
alk + 2)z*k+2)

>simplify(simplify(subs(y(x)=SeriesSol,eqn2)));

—(=5alk — 2]a%*=2k 4 3a[k + 22"k — a[k]2*k + a[l + k]2 k — 2Fa[k —
2)k% — x4k g[—1 + K]k

—3a[— 1 + kxR — 3202 a[k)k + 2Fa[k]k? + 2% Dalk + 2]k% + 2a[-1 +
k]x( 1+k)
+6a[k — 2]a*=2  2-=Dq[k — 2)k% 4+ 2R a[—1 + k|Ek? + 2a[k 4 2]+ —
r1+k) g[—1 + k]k?
—720 D a2k 4+ a[1+k k2 +a*alk — 2]k — 2 * 2 alk)k? - 525+ a1+ k] k
—z a1 4 kJk? — 2%V a[k 4 2)k% — 2a[k]2*+D) — 6a[l + K]z — 12a[k +
2)zk+2)) /22 = 0

>al[k+2] :=simplify(solve(coeff (1hs(%),x" (k+2)),alk+2]));

alk + 2] := alk]

>a[0] :=C0:a[1] :=C1:
> for k from 2 to 8 do alk]:=alk-2] od:
> Sol2:=sum(al[jl*x~j,j=0..8);

Sol2 := C0 + Clx + C0z? + Clz® + C0z* + C12° + C02° 4+ Cla™ + C0z®

>Y1:=CO*sum(’x~ (2*k)’,k=0..infinity);

o0
2 —1
>Y2:=Cl*sum(’x*x~ (2*k)’,k=0..infinity);

Y1l:=—
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Clx
221
Ejemplo 17. Las siguientes instrucciones grafican las funciones de Bessel de
primera especie y segunda especie.

Y2 :=

>plot(BesselJ(3,x),x=0..50,y=-0.5..0.5);
>plot(BesselY(1,x),x=.1..50,y=-1..0.5);




CAPITULO 6

TRANSFORMADA DE
LAPLACE

6.1. INTRODUCCION

Definicién 6.1. Sea f(t) una funcién definida para todo t > 0; se define la
Transformada de Laplace de f(t) asi:

£{F(O}(s) = F(s) = / et (t)de

= lim [ e ' f(t)dt,

b—oo 0
si el limite existe.

Teorema 6.1.

Si f(t) es una funcién continua a tramos parat > 0 y ademds | f(t)| < Me®
para todot > T, donde M es constante , ¢ > 0 constante y T' > 0 constante,
entonces L£{f(t)}(s) existe para s > c.

Demostracion: veamos que la siguiente integral existe, en efecto:

I estfu)dt} < [Tleslar

= / e | f(¢)|dt, sabiendo que e* > 0
0

[£{f O} s)] =

211
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T [ee)
- / eS| £ (1) dt + / £ (1)t
0 Jr

N

-~ -~

I I
T
L = / e | f(t)|dt existe, ya que f es continua a tramos
0
I, = / e S f ()] dt < / e S Medt = M/ e gt
T —~ T T
S Mect
M [ee]
= —— ¢ 79 suponiendo que s — ¢ > 0
—(s—c¢) T
- _ M (O . 6—(S—C)T) _ M e—(s—c)T
s—c s—c
Luego, £{f(t)}(s) existe, si s > c. [ |

NOTA: a) cuando f(t) < |f(t)| < Me® para t > T, entonces decimos
que f(t) es de orden exponencial (ver figura 6.1).

Figura 6.1

b) Si f(t) es de orden exponencial, es decir, |f(t)| < Me® parat > Ty
¢, M constantes, entonces

lim e f(t) =0, s > ¢

t—00
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En efecto, como |f(t)| < Me, entonces |e ! f(t)] < Me =9 y como
1imy_,e0 e~ =9 =0, si s > ¢, entonces por el teorema de estriccién en limites,
se concluye que

lim [e ™" f(t)] =0, s > ¢,
t—o0
luego

lim e ' f(t) =0, s > ¢

t—o00

Observacién: £ es un operador lineal, en efecto

£{as (0 + 590} L[ et (af (t) + Bg(t)) di

0

- a/ooo et f(t) dt+ﬁ/ooo e~ g(t)dt
= aL{f(t)}(s) + BL{g(t)}(s)

Teorema 6.2.

1). £{1}(s) =% ,s>0, £{k}(s)=%,s>0, k constante.
2). L{"}s) =2+, s>0,n=12..

3). £{e"}(s) ==, paras>a

4). £{senkt}(s):SQ+LkQ , s>0

5). £{coskt}(s) = zimm, s$>0

6). £{senhkt}(s) = 5t , s> |kl

7). £{coshkt}(s) = ==, s> |k

8). £{t”eat}(s):$, s>a, n=12...

Demostracién: 1). Si s > 0 se tiene que

eS| 1

£{1}($):/00068t1dt = ==

2). Hagamos la demostracion por el método de induccién. Para ello, suponemos
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tn

que s > 0 y utilizamos el siguiente limite: th'm =l =0,n=12...
—00
L - <y u=t = du =dt
n=1:L{t}(s) = /0 e *tdt, hagamos { dv=cdt =v=—le
t —st | 1 o]
= = +—/ e dt
s o sJo
]' ]' —st =
£{t}(s) = —(0-0)+-—ce
s —s§ 0
1 1
= —?(0—1) =2

Supongamos que se cumple para n — 1 y veamos que se cumple para n. En
efecto:

o0 u=t" = du = nt"1dt
£{t"}(s) = / e 5" t" dt hagamos { G s
0 dv = e st dt :>v:—§e t

o0 n o0
+ — / e Sttt
o SJo

>

L{E1(s)
= (0= 0)+ ZL{E s = ZE{T ()

tn efst

S

Pero por la hip6tesis de induccion £{t""'}(s) = (”S;nl)!, luego:

£y = 20D

Sn

4). Por el método de los operadores inversos, tenemos:

£{sen bt} (s) = /0 e (sen kt) dt

1 —st = —st =
= —e senkt =e¢ sen kt
D 0 -8 0
D+s o D+s o
= ¢t senkt| =e t——— senkt
D? _ 2 . g2 g2 .
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1 " *
= ———— e *(kcoskt kt
el (k cos kt + ssen )0
1 k
= e 0P o0

En la demostracién anterior utilizamos el siguiente teorema de limites: si
th’m |f(t)] =0y g(t) es una funcién acotada en R entonces th’m f(t)g(t) =0.
—00 —00

6.2. TRANSFORMADA INVERSA DE
LAPLACE

Si £{f(t)}(s) = F(s), entonces decimos que f(t) es una transformada
inversa de Laplace de F(s) y se denota asi:

£7HF(s)} = f(t)
NOTA:

= La transformada inversa de Laplace de F(s), no necesariamente es
unica.
Por ejemplo la funcion
1, sit>0yt#1,t#2
flt)y=4¢3, sit=1
-3, sit=2

y la funcién g(t) = 1 (obsérvese que f(t) # ¢(t)) tienen la misma
transformada, es decir, £{f(t)} = £{g(t)} = t. Sinembargo £7'{1} =
@)y £71{1} = g(t) son diferentes.

Pero cuando f(t) y g(t) son continuas parat > 0y £{f(t)} = £{g(t)}
entonces f(t) = g(t) (Ver el libro de Variable Compleja de Churchill)

» Para funciones continuas, £7! es un operador lineal:
£7HaF(s) + BG(s)} = aL™{F(s)} + B£LH{G(s)}

= En los ejemplos de esta seccién, utilizaremos los resultados del Apéndice
C. para calcular fracciones parciales.
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Teorema 6.3. Para a y k constantes se tiene:

1 k
1). £_1{—}:1,y £_1{—}:kz,sis>0
s s
[ n! n L[ 1 ot
2). £ {s”“}:t y £ {s”“}—a’w s>0
1
3). £_1{ }:e“t,sis>a
s—a
k 1 kt
4). £71 = senkt, y £7! :&,sis>0
s + k2 s? + k? k
5). £1{ Qj_kQ}:coskt,sis>O
s
k 1 hkt
6). £1{ 5 kz}:senhkty £1{ 5 kQ}:SGHT,si3>|k|
s? — s? —
7). £_1{ 5 SkQ}:coshkt, si s> |kl
8 —
-1 77/' __4n _at -1 1 _tneat .
8). £ {7(3—@"“}—15 ey L {(s—a)"“}_ sl s>a

Ejemplo 1. Con factores lineales en el denominador

£_1{(s_3)(7'88+_21>(s—1)} K £_1{sil3+sf2+s€1}

1 1 1
_ ~1 -1 -1
= Af {8_3}—1—3,,5 {S+2}+C’£ {3—1}

= Aedt 4+ Be % 4+ Cét

Pero por fracciones parciales

7s—1 A B C

(s—=3)(s+2)(s—1) s—3+s+2+s—1

Para hallar el coeficiente A, eliminamos de la fraccion el factor correspon-
diente a A y en la parte restante sustituimos a s por la raiz asociada a este
factor; lo mismo hacemos para los coeficientes B y C.
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_ _9 B_ L T
A e R T

_1 7s—1
£ {(5—3)(5+2)(3—1)

Ejemplo 2. Con factores lineales repetidos

Pl R G é+§+ ¢ T
s2(s+2)3) 2 s (s+2)P3 (s+2)?2 s+2
1 1 1
— A S 4 Be S b ot
N U i
1 1
D£71 E£™!
oL {(s+2)2}+ . {3—1—2}

t2 —2t t 6_2t

} _ 93t _ o2 _ ot

= At+B(1)+C 5+ D= + Ee™*
s+1 A B, C D | F
s2(s+2)3 2 s (s+2)P  (s+2)2 s+2

y por los métodos de las fracciones parciales hallamos

B=-— C =

1
8’ 16’
s+1 1t2e™ 1,
— € — - + —e
525—1—2 4 2l 8

Ejemplo 3. Factores cuadraticos, lo factorizamos en factores lineales en los
complejos

Nt - Ho—ommeo)

1
D=0, E =g, luego

_1
4
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— A (1) + Be(flJri)t + Ce(flfi)t
A+ Be *(cost +isent) + Ce *(cost —isent)
= A+e'[(B+C)cost+i(B— C)sent]

Hallamos los coeficientes de la misma manera que en ejemplo 1.

0% 42 2
S i 1 iy Bl St
B (—1+1)*+2 :_lzi
T+ +i- (1=l i
o (=1 — )% +2 1

(—1—i)[-1—i—(—1+4)]

-1 s +2 ¢ cley s
£ m =1 +e (0 COSt"‘Z(QZ) Sen t)

= 1—2tsent

6.3. TEOREMAS SOBRE LA TRANSFOR-
MADA DE LAPLACE

Los teoremas que veremos en esta seccion nos permitiran en muchos casos
calcular la transformada inversa sin utilizar fracciones parciales.

Teorema 6.4.
Si f es una funcion continua a tramos para t > 0 y de orden exponencial
para t > T, entonces

lim £{f(t)}(s)= lim F(s) =0

§—00 5§—00

Demostracién: como la funcién f es continua a tramos en [0, 7], entonces es
acotada en este intervalo y por tanto IM; > 0 tal que |f(¢)| < My e”, Vt e
[0,7] y como f(t) es de orden exponencial para t > T, entonces |f(t)] <
M, et donde M, y ~y son constantes con My > 0.

Sea M = max{M;, My} y sea o = max{0,~}; por lo tanto, |f(t)] < Me*,
vt > 0.

[F(s)l =

/Oooe—stf(t)dt' g/oooe—“\f(t)\dtg/Oooe—stMeatdt
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1 o o
_ M/ (s—a)t dt = e (s—a)
—(s—a) 0
s>o
2 0-1
s—a ( )= s—a
= lim |F(s)| < lim =0
$—00 s—00 § — (¢
= lim F(s)=0
5—00
|

Teorema 6.5 (Primer Teorema de Translacién).

Si a es un nimero real cualquiera, entonces

£{e" [t} (5) = £{f(t)} (s —a)
= F(s—a)

Demostracién:

e fOHs) = [ eter fan= [T e a
O} —a) = F(o—a)
NOTA: £7HF(s—a)} = e f(t)
Ejemplo 4. £{e* sent}(s)

Solucién: £{e? sent}(s) = £{sent}(s —2) =
va que L{sent}(s)

S S
(s—2)2+1

_ 1
T os?241

Ejemplo 5. £7' { ——
Solucién:

1 1 1
—1 - _ —1 - _ t 2
£ {32—23+3} £ {(5—1)2+2} Noh sen /21

Ejemplo 6. £~ 1{
Solucién:

52— 25+3 }

52+4s+5 }

T (= ey
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2 1
— p1 _s+2 — 241 ———— L — e cost — 2e X sent
(s +2)2+1 (s+2)2+1

Definicién 6.2 (Funcién Escalén Unitario). (Ver figura 6.2)

0, si 0<1t<a,
u(t_@)_{L si t>a

|
— —
—
Q-9 ®
~

Figura 6.2

Ejemplo 7. Al aplicar U(t — ) a la funcién sent trunca la funcién sent
entre 0 y m quedando la funcién ¢(t) = U(t — m)sent como lo muestra la
grafica 6.3

Figura 6.3

Teorema 6.6 (Segundo Teorema de Translacién).

Sia >0y f(t) es continua parat > 0 y de orden exponencial entonces

LUt —a)f(t —a)}(s) = e F(s) = e L{f(t)}(s)

Demostracion:

L{Ut — a) f(t— a)}(s) = /OOO e Ut — a) f(t — a) dt —
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:/ae_StU(t—a)f(t—a) dt+/ooe_8t2/{(t—a)f(t—a) dt

0 a

— 78t0 — d OO *Stl _ d — > —st _ d
/06 f(t—a) t—i—/a e *1f(t —a)dt / e f(t—a)dt

a

Hagamos u =t — a = du = dt, por lo tanto,
LU -t -l = [ e s du
0

o / )
= e “L{f(t)}(s) u
NOTA: forma reciproca
£ F(s)} =U(t — a) f(t — a)
Ejemplo 8. Hallar £{U(t — a)}

—as

e

L{Ut —a)} = LUt —a) 1} = e é _

S

Ejemplo 9. Hallar £{U(t — 7) sent}
Solucion:

pero

03]
D
=
/N
~
|
|
+
3
N——
I

s s s s
sen (t— —) COS — + sen — cos (t— —)
2 2 2 2
™
= Cos (t— —)
2

e {u(i-5) cos (1= 1)} = leont) = 78

s2+1

Ejemplo 10. Hallar £7! {5(65:1)}

e R (e e

Solucién:
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como

= A=1 B=-1

=£! {6_81} — £t {e_s ! }
S s+1

=Ut—1) Ut —1)e D

Teorema 6.7 (Derivada de una Transformada).

L£{"f(t)}(s) = (-1)" L F(s), conn=1,2,...,
donde F(s) = £{f(t)}(s)

Demostracién: por induccién sobre n.
n=1 F(s) = [[Te s f(t)dt

dF(S) o d > _st . <0 —st
e f(t)dt_/o & (et ey

= [Taetsmas - [T et a

T L)) s)
d

S L{tIO)s) =~ F()

Supongamos que se cumple para n = k

£ FD) ) = (D} PG

Veamos que se cumple para n =k + 1

EE 0N = £ T} S L £ D))

n=~k d k dk

=t (1) F(s)]

k+1
T ps)

k+1
= VT ggw
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NOTA: para el caso n = 1, obtenemos una férmula que nos permite
hallar la transformada inversa de transformadas que no tenemos en la tabla
de transformadas.

d

L{F)}(s) = =7 F(s)

0 sea que

L) = £ (9))
£(t) =~ £7{F ()

Ejemplo 11. Hallar f(¢) para
a) £~ {In =2} = f(t), b) £ {In(1+ %)} = f(t)

Solucién: a)
d 1 d 5—=3
1) @ _ 1)@
£ dsF(s)} t£ {dslns+1}

£1§8+1(8+U1(3$1}

s—3 (s+1)2

1 A B Lo,
(s—3)(s+1) s—3 s+1 T4 T4
4 1

J0) == {4@—3) M5+D}
_ _% (e3t_eft) _ 6—tt_63t
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1 1 1, [A B C
- L _9Z p e
{5(52+1) t 3+3—i+s—i—i
A B
R IS PSR Feed)
S sS—1 S+
A£1{1}+B£1{ 1,}+C£1{ 1})
S S—1 S+

A-1+ Be + C’e_it)

I
b

I
DO

I
[\
—~ | S+~ =) |

TN N &5

[
AN

SR

+ B(cost+isent) + C(cost —isent))

.—1—8%2. entonces A=1, B = —% y O = —% luego

»
L

o
D
=
o

Il
[
+

|

ft)=-(1- %(cost +isent) — %(cost —isent)) =

(1 —cost)

SN RSN )

Teorema 6.8 (Transformada de la Derivada).

Si f(t), f'(t), f'(t),..., f*V(t) son continuas para t > 0 y de orden expo-
nencial y si f™ () es continua a tramos para t > 0, entonces:

E{1) (O}5) = 8" F(5) =" [(0) =" 2£(0) = .=/ D (0)— /1 (0)

Demostracion: por induccion sobre n:
paran = 1: £{f'(t)}(s) = [, e f'(t)dt =
e integrando por partes y teniendo en cuenta que lim; ., e 5 f(t) =0, s > ¢,

= e ()] +s/0 e St f(t) dt

— —J(0) + sELF(OHs)
— s F(s) - J(0).

Ahora supongamos que se cumple para n =k :

LLfP () (s) = " F(s) =" f(0) = $*2f/(0) — ... — sf*72(0) — f*1(0)

Veamos que se cumple para n = k + 1:
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L{FED @) s) = L4 P (D] }s)
=S £{FP()}(s) - fD(0)
"= (5P Fs) — $F7F(0) = $PRF(0) — = s ET(0) — fED(0) — £ B(0)
= (s) =" F(0) =5 F(0)—... = fET(0) = s fEV(0) — f*(0)

NOTA: para resolver E.D. necesitamos, en la mayoria de ejemplos, los
casosn=1yn=2.
Paran =1

£{y' (1)} (s) = s Y (s) —y(0)
donde Y'(s) = £{y(t)}(s)

n=2 L£{y"()}(s) =s"Y(s) — sy(0) —y/(0)

Definicién 6.3 (Producto Convolutivo). Sean f y g funciones continuas
a tramos para t > 0; el producto convolutivo entre las funciones f y g se

define asi:
(f * )t / F(r) gt —7)d

NOTA: haciendo el cambio de variable u = t — 7 en la definicién de
producto convolutivo se demuestra que: f* g = g* f (o sea que la operacién
% es conmutativa)

Teorema 6.9 (Transformada del producto convolutivo).
Si f y g son funciones continuas a tramos parat > 0 y de orden exponencial,
entonces

£{(fx9) ()} (s) = £{/ (1)} (s) £{g(t)}(s) = F(s) G(s)

Demostracion:
F(s) < / T imdr Gls) / e () dp
F(s) G(s) = / e fr)dr / T e g(8) dp

/ / ~H0s £(7) g(8) dB dr
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Figura 6.4

= [ s [ [T e goas) an (6.1)

Sea t = 7 + [ dejando constante a 7, luego dt = df.
Ahora, cuando § =0 =t = 7 y cuando  — oo entonces t — o0

Luego en 6.1
_ 00 e} e B J J
[ s [ [Cerat-nal a

Y como f y g son continuas a tramos, podemos cambiar el orden de inte-
gracién (ver figura 6.4);

F(s //f e gt —7)drdt

F(s)G(s) / / f(r)g(t—7)dr dt:/ooo e (f * g)(t)dt
f*9)t)
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NOTA: forma reciproca del teorema (f * g)(t) = £7{F(s) G(s)}

Corolario 6.1 (Transformada de la integral).

Si f es una funcion continua a tramos para t > 0 y de orden exponencial,

entonces: [ 0w} 0= ro = Lo

Demostracién: tomando g(¢) =1 en el teorema de convolucién, tenemos

L{g0)}s) = £{1}(s) = -

£{(frg)} = {/f ot —7)d }zf{/f ior)

= L{f(1)}(s) £{g(1)}(s) = F(s)£{1}(s)

£{/Otf(7) dT} _ F(s)é

Teorema 6.10 (Generalizacién de la transformada de una potencia).

L{t*} = ﬁll), para s>0 y x> —1

Demostracion: la funcién gamma como la definimos en el capitulo anterior

es,
['(x) :/ e Tl dr
0

hagamos 7 = st, por tanto dr = s dt y cuando 7 = 0 entonces t = 0 y con
T — 00 entonces t — oo, por lo tanto

F(x) = / eist(st)xils dt — 8/ 6*5t83371t;cfl dt
0 0
00
= S$/ e—stta:—l — S$£{t$_1}
0

por lo tanto

r
£{t“’”’1}:ﬁ con z>0y s>0
SCC
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luego (cambiando x por x + 1)

['(x+1)
sr+l

£{t°} = con t+1>0 (osea z>—-1)y s>0 |

Definicién 6.4. Una funcién f(t) se dice que es periddica con periodo T
(T > 0) si para todo t se cumple f(t +T) = f(t).

El siguiente teorema se deja como ejercicio.

Teorema 6.11 (Transformada de una funcién periddica).

Sea f(t) una funcién continua a tramos para t > 0 y de orden exponencial.
Si f(t) es periédica con periodo T, entonces:

L)) = —— / e f(t) di

1 —esT

Ejemplo 12. Hallar £ {fot e ” COSTdT} (s)

Solucion:

f{%ﬂﬂwwfm}@)z éaefmmxg

Pero

£{e " cosTHs) = £{cosT}(s+1)
s+ 1
(s+12+12

-
£{Aﬁwm%7m}@)= %{ 8+1 }

Ejemplo 13. Hallar £{e"" x e’ cost}(s)
Solucién:

de fx

L{e " xelcosth(s) = L{e"}(s) L{e cost}(s)
1 s—1
s+1(s—1)2+1

Observese que el ejemplo siguiente lo resolvemos con los resultados de los teo-
remas de la transformada y no necesitamos utilizar los dispendiosos métodos
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de las fracciones parciales.
Ejemplo 14. Hallar £71 {m} (1)

Solucién:

oo ter (i

1 e x 1 [
(f )(t)zﬁ(sen%*cos%) 9L 5/ sen 27 cos2(t — 1) dr

0

|
*
S

O~ N~ N~ N

t
/ sen 27(cos 2t cos 27 + sen 2t sen 27) dr
0

t t
1
cos 2t / sen 27 cos 27 d1 + 3 sen 2t / sen 227 dr
0 0

1 1
cos 2t sen 22t + Zt sen 2t — 6 sen 2t sen 4t

Utilizando los teoremas vistos sobre transformada, efectuar los siguientes
ejercicios.

Ejerc1c10 1. Hallar [ e f te3 sen 2t dt] dt
Ejercicio 2. Mostrar que

3 “tcost + 2e tsent 1+1t
=—-e e ‘sent — — + —
2 2 2

L $+3s2+1
s2(s? +2s+ 2)

Ejercicio 3. Mostrar que £7! {52+48+5} e 2 cost —2e ' sent
Ei 1Lfm 1s1 _ sen2t
jercicio 4. Mostrar que £~ { tan™" 5 = =

sent

Ejercicio 5. Mostrar que £7* {tan™' 1} = =

Ejercicio 6. Mostrar que £7! {tan +2} _ e sen3t

Ejercicio 7. Mostrar que
a) £ 1{ :é(tsent—tQCost),b)ffl{

2“} = 2(cos 2t — cost)

S2+1) s2+4+4
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[

Ejercicio 8. Hallar £7! {z%5e 2%}
(Rta.: —U(t — 7)sent))

Ejercicio 9. Hallar £~} {me_”}
(Rta.: 2e~ 2" sen2(t — m)U(t — )

Ejercicio 10. Hallar £ {t f(f seanT} (s)

82
(Rta.: %)

Ejercicio 11. Hallar £ {e*% fot Te’" SeIleT} (s)

. 2s
(Rta.. m)

Ejercicio 12. Hallar £71 {m}

Ejercicio 13. Hallar £~* {%}

1
Ejercicio 14. Mostrar que £{t3} = = (5)®
Ejercicio 15. Hallar £{t2e2}

Ejercicio 16. Emplear la transformada de Laplace y su inversa para

mostrar que

tm * tn _ m'n' m+n+1

 (mtn+4 1)

Ejercicio 17. Sea f(t) = ¢t de periodo b (funcién “serrucho”, ver figura

6:5), Hallar £{/(0)}(5) ’

b 26 3b 40 5b 6b 7D

Figura 6.5

(Rta.:%(x — )
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Ejercicio 18. Sea
sent, si 0<t<
f(t) = .
0, si m<t< 2w
periédica de periodo 27 (funcién rectificacién de la mitad de la onda seno.

Ver figura 6.6 ). Hallar £{f(¢)}(s)
f(t)

Figura 6.6

. 1
(Rta. . m)

Ejercicio 19. Sea

1, si 0<t<a
ft) = .
—1, si a<t<2a

periddica de periodo 2a (funcién onda cuadrada. Ver figura 6.7). Hallar

£{f(®)}(s)

f(®)
1 &—o —o ——o ——o
} i i i % % i i i t
a 2a 3a 4a da 6a Ta 8a
-1 L ——o ——0 ——o0 ——o

Figura 6.7
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(Rta.: {[2= — 1] = %H;i:::] = ltanh %)

Ejercicio 20. Sea

b, si 0<t<a

0, si a<t<2a
—b, si 2a <t < 3a
0, si 3a<t<d4a

ft) =

periodica de periodo 4a
(Rta.: 2[1=2])

slite 2

Ejercicio 21. Sea f(t) la funcién de onda tridngular (ver figura 6.8).
Mostrar que £{f(t)}(s) = & tanh £

f(t)

Figura 6.8

Ejercicio 22. Sea f(t) la funcién rectificacién completa de la onda de
sent (ver figura 6.9). Mostrar que £{f(t)}(s) = =7 coth %

)
f(t)

Figura 6.9
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Ejercicio 23.
a). Si f(t) es continua a tramos y de orden exponencial y si

lim /)

t—0t+ ¢

existe, entonces

Wy = /OOF(S) ds

t
donde F(s) = £{f(t)}(s)

b). Mostrar que
/ /) dt = / F(s) ds
o 1 0

1. fo e—a senbw) dr
(Rta.: tanfl by

2. [ e gy
(Rta.:In 2)

3. Mostrar que £{e —< "} —1In(s+ 1) —In(s — 1), con s > 1

c). Hallar

4. Mostrar que £{f(f loeosar gry = Ly e
5. Mostrar formalmente, que si z > 0 entonceb

) J(@) = 72 de = 5 b) () = [} db = Fe

6. Hallar £{=2kt}
(Rta.: tan™! &)

S

Ejercicio 24. Mostrar que
a). L7 = (t—3)U(t - 3)
b). £‘1{§;ﬁ} = sen(t —mU(t — 1) = —sentU(t — 3)

c). £ 1{152:1”} (1 -U(t—2m))sent




234 CAPITULO 6. TRANSFORMADA DE LAPLACE

d). £ {S(HKSS }=(1-U(t—3))cosnt

52 +ﬂ-2

e). Hallar £71{5=5¢ "1

1452
(Rta.: cost —U(t — ) cos(t — 7))

Ejercicio 25. Usando la definiciéon de producto convolutivo, demostrar las
siguientes propiedades de este producto:

a. Propiedad conmutativa: fxg=g¢gx* f
b. Propiedad asociativa: (f *g)xh = f*(g*h)

c. Propiedad distributiva: f* (¢g+h) = f*xg+ fxh

6.4. APLICACIONES DE LA TRANSFOR-
MADA A LAS E.D.

Pasos:
= Aplicar la transformada a ambos lados de la ecuacién

s Aplicar el teorema de la transformada de la derivada
£{y'} = sY(s) —y(0)
£{y"} = s*Y(s) — sy(0) — ¢/(0)
donde Y (s) = £{y(t)}(s)
Nota: cuando las condiciones iniciales no estan dadas en ¢ = 0, sino
en t = a, se hace el cambio de variable 7 = ¢ — a, con este cambio de
variable, la nueva E.D. tiene condiciones iniciales en 7 = 0.

» Conseguir una funcién en s, es decir, despejar Y (s)
» Hallar la transformada inversa: y(t) = £71{Y(s)}

Ejemplo 15. Hallar la solucién de y”—4y'+4y = t3 e*,  y(0) = y'(0) =0
Solucién:

D : LY} 4Ly +AL{y) = £{tP )
@ Y (s) —sy(0) — y'(0) — 4(sY (s) —y(0)) +4Y (s) =
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Ejemplo 16. Hallar la solucién de y/(t) = 1—sent— [} y(t) dt

SQY(S) — 4SY(S) + 4Y(5) = (S §!2)4
B o 3l
Y(s)= 2 —4s+4 5—2)45—2)2_(8—2)6
_ £1{Y(s)}:£1{ — }
1 [3@xs) 1 . 5
N 4><5£ {(5—2) } 4><5£ {(8—2)6}_

Solucién:

@

t5

2t

S e
20

y(0)=0

L{y'()}(s) = £L{1}(s) — L{sent}(s) = £ {/O y(t) dt} (s)

1 1 1

sY(s) =y(0) = - = 55— -Y(s)

s 8241

S

s 1 1 1
Y = ([ —— | = _
(s) 5241 (s 52+1) 5241

e e R Fe

1 S
s24+1s2+1

y(t) = sent — £71 {

t
= sent—/ senTcos(t — 7) dr
0

(s24+1)2

t
= sent —/ senT(costcosT + senTsent)dr
0

|

t t
= sent—cost/ sen T cosTdr — sent/ sen ’r dr
0 0

1 9 1 1
= icostsen t— —tsent + Zsentsen%

2

} = sent — sent xcost
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Ejemplo 17. Hallar la solucién de ty” —y' =, y(0) =0
Solucién:

£{ty"}s) — £{y'}s) = £{t°}

d " 2
(1) L £y} )~ (¥ () ~(0) =
d , 2!
(@) - sy0) )~ sY () = 5
d 2!
g Y () =sY(s) = 3

2

27

—(s*Y'(s) +2sY(s)) —sY(s) = =

, 2

—s*Y'(s) — 3sY(s) = =

, 3 2 : :
Y'(s) +-Y(s) = ——, E.D.lineal de primer orden
s s
F.Ief%ds — 3lms _ 3
Y(s)s® = /—gsgds—i-C'——QS—l—i-C’
B s° B -1
2 C
Y(S) - g + 8_3
] 2 (1
yt) = £7° {g} +CL7t {?}
t? t?

Ejemplo 18. Hallar la solucién de ty” +y =0, y(0)=0
Solucién:

£4) () + V() = (1) 5 (£} (6) + Y (5)
= T (2 () — sy(0) ~ /(0)) + ¥ ()

= (Y (5)) + V() = ~(2Y'(s) + 25¥ (5)) + Y (5
= —5?Y'(s) — 25Y(s) + Y (s) = s*Y'(s) + Y(s)(2s — 1)

v+ (B2) o=y (2o 5) v

s §2
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FI. = ef(g_s%)ds — 621115*‘:11

E.D. lineal del primer orden

FI. =ses
Y(S)SQGS:/F[ 0)+C
C 1 e s
Y(s):?es:CS2
1 11 11 11 (=1)"
=CS|l-=-4+==5—=—= — 4+ ..
52( s 21s2 3ls3 * n! S”+ )

Y(S):C(?‘ﬂs_3+2! T
y(t) = £7{Y(s))

_oft 1t2+1t3 1t4+1 +(—1)" gt N
S\ 12l 203t 34l o4 nl (n4+1)! 7

1 11 11 11 (-1 1 )
+...

Resolver los siguientes ejercicios por transformada de Laplace

Ejercicio 1. y" — 4y + 4y = t3e?, y(0)=0, %(0)=0
(Rta.: y = 5t°e?)

Ejercicio 2. y"” - 6y’ + 9y = t?e’, y(0)=2, 4(0)=6
(Rta.: y = 2e% + 25¢%)

Ejercicio 3. y" — 2y +y = e, y(1)=0, ¢ (1)=5
(Rta.: y =5(t — 1)e ™t + 3 (¢t — 1)%e )

Ejercicil% 4. y" > 6y’ + t9y :215, y(0)=0, ¢(0)=1
(Rta.: y = Pte’ — £ + L+ 2)

Ejercicio 5. y" + 3y — 4y — 4f0tyd7 =6e' —4t — 6, y(0)=19'(0)=0

(Rta.: y(t) =1 —e' — 2e7' + 2e%)

Ejercicio 6. Hallar f(t) para la siguiente ecuacién integral

f(t)+/0tf(7) dr =1
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(Rta.: f(t) =e™")

Ejercicio 7. y/(t) + 6y(t) + 9f0ty(7') dr=1, y(0)=0
(Rta.: y = te™™)

Ejercicio 8. y/(t) — 6y + 9f0 dr=t, y(0)=0
(Rta.: y = Le¥ — e + 1)

Ejercicio 9. y/(t) + 6y(t) + 9f(fy(7) dr=t, y(0)=0
(Rta.: y = —Le 3 — Le=3t 4 1

Ejercicio 10. y/(t) = cost + fo T)cos(t —7) dr, y(0)=1
(Rta.: y =1+t + 3t?)

Ejercicio 11. ty” 4+ 2ty’ + 2y =0, y(0) =0, y'(0) =3
(Rta.: y(t) = 3te™)

Ejercicio 12. ty" —ty' —y =0, y(0)=0, y'(0)=3
(Rta.: y(t) = 3te)

Ejercicio 13. ty" + 4ty’ + 4y =0, y(0) =0, y'(0) =2
(Rta.: y = 2te™*)

Ejercicio 14. t*y" + 2ty + >y =0
(Rta.: y = —C'=t)

Ejercicio 15. ty" +y = 12t, y(0) =

2 3 4 5 n n+1
(Rta: y(t) =12t + Clt — G+ 55 —gh+ 55—+ ) Adm +-)

<
Ejercicio 16. " + 4y = f(t) donde f(t) = { (1) 0 t_iT !
y(0) =0, y/(0) =1 )
(Rta.: y(t) = 1 — <=2 — 11/(t — 1)sen2(t — 1) — 1 sen2t)

Ejercicio 17. " + 4y = f(t) donde f(t) = sent U(t — 27)

y(0) =1, y'(0)=0

(Rta: y(t) = cos2t + & sen (t — 2m) U(t — 2m) — & sen2(t — 2m) U(t — 2))
Ejercicio 18. y" — 5y’ + 6y = Z/{(t —1), y(0) =0, y(0)=1

(Rta.: y(t) = ¥ — e + Ut — 1)[2 + 13D — Le2(=D])
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Ejercicio 19 y" —y =e'cost, y(0) =0, y(0)=0
(Rta: y = £ — 2¢' cost + 1e’sent)

EJerC1010 20. Hallar f(t) si

i +f0t—7' f(T)dT—t
(Rta f(t) = sent)

i f(t)+4 [ sent f(t —7)dr = 2t

i, f(t)=tet + [ 7 f(t—T)dr
(Rta: f(t) = —ge ' + ge! + 3te + 1t%€")

iv. f +f0 ( T=¢
(Rta f()zé '+ 3¢)

V. +f0 T)dr =t
(Rta f(t ) et 4+ 1)

Ejercicio 21. Sea z(t) la solucién de la ecuacién de Bessel de orden cero
tr" + a2’ +tr =0
tal que z(0) =1y 2/(0) = 0. Demostrar que
a. £{x(t)}(s) = £{J()}(s) = J=m3,

b. Mostrar formalmente [;° Jo(z) dz = 1,

c. Mostrar formalmente Jo(z) = < [7 cos(z cost) dt

(Ayuda: foﬂ cos® x dx = %ﬂ

6.5. IMPULSO UNITARIO O “FUNCION
DELTA”DE DIRAC

En muchos sistemas mecanicos, eléctricos, etc; aparecen fuerzas externas
muy grandes que actian en intervalos de tiempo muy pequenos, por ejemplo
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un golpe de martillo en un sistema mecanico, o un relampago en un sistema
eléctrico. La forma de representar esta fuerza exterior es con la “funcién 0”-
Dirac.

1 .
« e s By st tg—a<t<ty+a
Defi 5. —ty) =13 207 - -
efinicién 6.5. 0a(t — o) {O, si t<to—a o t>ty+a
donde a y ty son constantes positivas y to > a.

Nota: para todo a > 0 y para todo t; > 0 se cumple que (Ver figura

6.10) ~
/ Salt — o) = 1

da(t — to)
® *
: to i t
I 2a i
Figura 6.10

Definicién 6.6. Se llama impulso unitario 6 funcién delta de Dirac a la
“funcion”definida por el limite:

(5(t - to) 5 HI% (5a(t - to)

Ver figura 6.11 en la pagina siguiente.
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da(t — to)

to
I 2a |

Figura 6.11

Propiedades:

1. 0(t —ty) esinfinita ent =t; y cero para t# to.
2. [T 0t —ty)dt =1

3. L0t~ t)}() = e (255)

L Hg)ital e*Sto

4o £40(t = to)}(s) = lim £{8,(t = 10) }(s)

5. si ty =0 = L{5(t)}(s) = 1
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6. J7 f(t)o(t —to)dt = f(to), en particular [J° f(t)d(t —to) dt = f(to)

7. Por 6. podemos decir que £{f(t)d(t —to)}(s) = e "% f(to)

Notar que en la propiedad 5. lim £{f(¢)}(s) = 1, mientras que por teorema
§—00

anterior vimos que cuando una funcién es de orden exponencial
lim £{f(t)}(s) = 0, lo cual es una contradiccion, esto nos indica que la “fun-
§—00

ciéon”d-Dirac no es de orden exponencial, es por esto que ¢ es una
“funcion” extrana. Mas precisamente, esta funcién es tratada con detenimien-
to en los textos de Teoria de Distribuciones (Ver texto de Andlise de Fourier
e Equagoes Diferenciais Parciais de Djairo Guedes de Figueiredo)

Ejercicio 1. y" +y =4d(t —27), y(0)=0, ¢'(0)=1
(Rta: y(t) = sent + sen (t — 2m)U(t — 2))

Ejercicio 2. y" + 2y’ + 2y = cost §(t — 37), y(0)=1, ¢'(0)=-1
(Rta: y(t) = e *cost — e 3 gen (t — 3m)U(t — 37))

Ejercicio 3. y" +y =d(t — m) cost, y(0)=0, ¢(0)=1
(Rta: y = [1 + U(t — m)]sent)

Ejercicio 4. y" +2y' =0(t — 1), y(0)=0, ¢ (0)=1
(Rtazy =1 —Le 2 4 [L—Le20-D]y(r — 1)

Ejercicio 5. y" + 4y’ + 5y =0(t —27), y(0)=0, ¢(0)=0
(Rtazy = e 20=2M sent U(t — 27))

Ejercicio 6. y" +y =¢€'6(t — 2m), y(0)=0, ¢'(0)=0
(Rta: y = e* sen (t — 27) U(t — 27))

Ejercicio 7. y" — 2y’ =1+46(t—2), y(0)=0, ¢'(0)=1
2

(Rta: y = —3 + 2 — 1t — 1U(t — 2) + 12Ut — 2))

6.6. ANEXO CON EL PAQUETE Maple

Ejemplo 19. Utilizando el Paquete Maple, descomponer en fracciones

parciales las siguientes expresiones: a) F(s) = %, b) F(s) =
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S 827 83 52 S
%70) F(S):ﬁﬁi) F(S):%ae) F(s) = ="

a). >F1(s) := (T*s-1)/((s-3)*(s+2)*(s-1));
>convert (F1(s) ,parfrac,s);

7s —1
(s—=3)(s+2)(a—1)
2 1 1

s—3 s-—1 s+2

Fl(s) :=

b). >F2(s) :=(2%s+4)/((s-2)*(s"2+4*s+3)) ;
>convert (F2(s) ,parfrac,s);

2s +4
(s —2)(s®>+4s+3)
8 1 1

15(s —2) 5(s+3) 3(s+1)

F2(s) :=

c). >F2(s) := (2%s+4)/((s-2)*(s"2+4%xs+3));
>convert (F2(s) ,parfrac,s);

s> —16
s3(s +2)2
11 11 4 4 3

s i+ P 2 sty

F3(s) :=

d). >F4(s) := (873+3xs72+1)/(s"2%(s"2+2xs+2) ) ;
>convert (F4(s) ,parfrac,s,complex) ;

s°+3s° + 1
s2(s?2 + 25+ 2)

FA(s):=

~0,5000000000 0,7500000000 + 1,0000000001

S + s + 1,000000000 + 1,0000000001
0,7500000000 — 1,0000000001  0,5000000000
+ +
s+1.—1.1 52

>convert (%,fraction);
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1 S 41 31 1
1 G+D  G¢-D
(2s)  (s+1+1) (s+1—1) (25?)
e). >F5(s) := (s72)/((s72+1)72);
>convert (F5(s) ,parfrac,s,complex) ;
2
S
F5(s) i = ————
() (s241)2
0,2500000000 +O,25000OOOOO_O,25000OOOOOI+ 0,25000000007
(s 4+ 1,0000000001 )2 (s —1.1)? s—1.1 s 4+ 1,0000000001
>convert (% ,fraction) ;
1 1 il 11

4(3+I)2+4(5—])2 s—]+s+I

Ejemplo 20. Hallar la transformada de Laplace de las funciones:
sen (kt), cos(kt), et

Efectuar las siguientes instrucciones:

>with(inttrans) :laplace(cos(k*t),t,s);

s
s2 4Kk2

>with(inttrans) :laplace({sin(k*t) ,exp(k*t)},t,s);

1 k
s—k 24 k?
Ejemplo 21. Hallar la transformada de e’ sen (2¢t) y calcular la transformada
inversa de

2
(s—1)244
Efectuar las siguientes instrucciones:

>with(inttrans) :laplace(exp(t)*sin(2x*t),t,s);
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2
(s—1)2+4
>invlaplace(%,s,t);
e’ sen (2t)

Ejemplo 22. Resolver, usando transformada de Laplace, la E.D.
2" + 162 = cos 4t
con z(0) =0, 2/(0) =1

Efectie las siguientes instrucciones:

>with (ODEtools) :Eqn2:=D(D(x)) (t)+16*x(t)=cos(4*t):
dsolve ({Eqn2,x(0)=0,D(x) (0)=1},x(t) ,method=laplace);

() = <% + i) sen (41)

Ejemplo 23. Resolver, usando transformada de Laplace, la ecuacién integro-
diferencial y/(t) = 1 — sent — [, y(7) dr con la condicién y(0) = 0

Efectuar los siguientes instrucciones:

>with(0DEtools) :Eqn2:=D(y) (t)=1-sin(t)-int(y(s),s=0..t):
dsolve ({Eqn2,y(0)=0,D(y) (0)=1},y(t) ,method=laplace);

)= (1= 5) sent)

Ejemplo 24. Resolver, usando transformada de Laplace, la E.D. ¢/ +y =
U(t — 1) con la condicién y(0) = 0 (U es la funcién escalén unitario)

Efectuar los siguientes pasos:

>restart: with(ODEtools): ode := diff(y(t),t) + y(t) =
Bxpiecewise(t<1,0,t>=1,1) :dsolve({ode,y(0)=0},y(t) ,method=laplace) ;

0 t<1
y(t) = < undefind t=1
—5e 45 t>1
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CAPITULO 7

SISTEMAS LINEALES DE
PRIMER ORDEN

7.1. INTRODUCCION

Estudiaremos el sistema de n ecuaciones lineales de primer orden:

.I'/l = an(t) x|+ alg(t) To+ ...+ aln(t) X, + fl(t)
vy = ag(t) x4 an(t)xo+ ...+ a(t) z, + fo(t)
: (7.1)
Ty = () 21+ ana(t) 2 + ...+ apn(t) 2, + fo(l)
el cual se denomina no homogénea si f; # 0 para algin ¢ =1,2,...,n.
El sistema homogéneo asociado al anterior sistema es:
Ty = an(t)r 4+ ...+ ap(t) z,
(7.2)

/

= an(t)z + ...+ apn(t) T,

247
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t t
i; Et§ au(t) oo A1p (t) . ;; Et§
Seaif(t)= | |, Aw=| I (R
' an1(t) -+ apn(t '
alt) e " (1)
entonces el sistema (7.1) se puede escribir:
F() = A() #(t) + 1) (7.3)
y la homogénea asociada (7.2) se puede escribir como
z'(t) = A(t) Z(t) (7.4)
Consideremos el problema de valor inicial:
') = A@)T)+ f), Z(ty) = (7.5)
donde _
T10
S L20
To = .
i Tno
Decimos que la funcién vectorial
[ (1)
- Pa(t)
o= ™
| #n(t)

es solucién de (7.5), si ¢(t) es derivable, satisface la ecuacién diferencial y la
condicién inicial dada, es decir, si

Z10
- T20 .
P(to) = : = Iy
Tno

Teorema 7.1.

—

Sean A(t) y f(t) funciones matricial y vectorial respectivamente y continuas
en [a, b], entonces existe una tnica funcién vectorial ¢(t) que es solucién del
problema de valor inicial (7.5) en |a, b].
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(Ver la demostracion de este teorema en el Apéndice)
Ejemplo 1. Consideremos el sistema lineal

T, = —4x] — 29

/
1
Ty =11 — 2T

con z1(0) = 1y 25(0) = 2.
Solucién: el sistema puede escribirse como:

IRl

- e 3t - 1—t)e 3t
¢i(t) = { —3t } ) P2(t) = { ( te_)Bt }
También ( e
> 1—-3t)e”
ot) = { (24 3t) e }
es un vector solucién que satisface la condicién inicial.

Nota: toda E.D. de orden n se puede reducir a un sistema de E.D. de
primer orden. En efecto, sea

" = ft,z, - ,:1:("’1)) (7.6)

una E.D. de orden n (lineal o no lineal), donde ¢ es la variable independiente,
haciendo
€r =T, z' = T2, B = Xy, ’x(n—l) = Tn

obtenemos el siguiente sistema de primer orden:

Ty o= 1

Th = 3

~

€T = f(t7 :1;" x/’ PN 7;1:(”71))
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la E.D. 7.6 es equivalente al sistema 7.7, esto quiere decir que si x(t) es solu-
cién de 7.6 entonces ©1 = x, 19 = &', x5 = 2", -+, x, = Y son solucién
del sistema 7.7 y reciprocamente, si xy(t), x2(t), -+, z,(t) son solucién del
sistema 7.7 entonces x(t) = z1(t) es solucién de la E.D. de orden n 7.6.

Ejemplo 2. Convertir en un sistema la siguiente E.D.:
2" — 62" + 112" — 6z = sent

Solucién: hagamos Ty = T, Ty = x T3 = " obtenemos el siguiente
) )
sistema

¥y =2 =1y

vy =1" = 13

xy = 12" = 62" — 112’ + 62 + sent = 623 — 1125 + 621 + sent
= 6xy — 11lzy + 623 + sent

matricialmente la E.D. queda asi

x) 0 1 0] (= 0
=zl =10 0 1| x|+ ]| O
xh 6 —11 6| |z sent

7.2. CONJUNTOS FUNDAMENTALES Y
SISTEMAS HOMOGENEOS

Consideremos el sistema homogéneo ¥’ = A(t) Z donde 7 es un vector de
n componentes y A(t) una matriz de n x n.
Si ¢y t),..., gn(t), son n soluciones linealmente independientes del sistema,
entonces decimos que este conjunto es un conjunto fundamental de soluciones;
la matriz

d11(t) -+ Pualt)
O(t) = [p1(t), .-, Pu(t)] = : : ,
Gri(t) -+ Dun(t)

o sea, la matriz cuyas columnas son ¢71(t), . .,é’n(t) los cuales son lineal-
mente independientes, la llamamos una matriz fundamental y decimos que
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() es una solucién matricial ya que cada una de sus columnas es solucién
de 7' = A(t) 7.

Definicién 7.1 (Matriz Principal). Decimos que la matriz fundamental
p(t) es matriz principal si

p(to) =1 =
Nota: esta matriz es tnica.

Definicién 7.2 ( Wronskiano). Sea ®(t) una matriz solucion (es decir, cada
columna es un vector solucién) de &' = A(t) ¥, entonces W (t) = det ®(t) lo
llamamos el Wronskiano de ®(t).

Observacién: si ®(¢) es una matriz fundamental, entonces

W (t) = det ®(t) #0

7.3. METODO DE LOS VALORES Y
VECTORES PROPIOS

Counsideremos el sistema

T’ = A¥ (7.8)
r1(t
xigt; aixz - Qin
donde Z(t) = ' y A= : : es una matriz constante
l’n(t) Ap1  *°* Gnp
El objetivo es hallar n soluciones linealmente independientes: 2 (t), . . ., Z,(t).

Para ello imaginemos la solucién del tipo #(t) = e @, donde ¥ es un vector
constante, como

d \i- =
— e U= Xle"U
dt
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y A(er¥) = e AT, de (7.8) tenemos que:
AT =AM D) = e AT,
luego
AT = M0 (7.9)
Es decir, Z(t) = e** ¥ es solucién de (7.8) si y solo si A y ¥ satisfacen (7.9).

Definicién 7.3 (Vector y valor propio). Un vector ¥ # 0 que satisface
AU = MU se le llama vector propio de A con valor propio .

NOTA:

= ¢ = 0 siempre satisface AU = A\’ para cualquier matriz A, por esto no
nos interesa.

= )\ es un valor propio de la matriz A si y solo si
AT = & AT — M= (A= X7 =0 (7.10)
es decir, U satisface sistema homogéneo de n ecuaciones con n incognitas
(A= X7 =0 (7.11)

donde I es la matriz identidad.

La ecuacién (7.11) tiene una solucién @ # 0 si y solo si det(A— A1) = 0,
luego los valores propios de A son las raices de la ecuacién.

a; — A Q12 te A1n
a Aoy — A -+~ Aoy,
0 =det(A—\) = o= ’
an1 an?2 e Ann — )\

= Polinomio en A de grado n = p(\).
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Definicién 7.4 (Polinomio Caracteristico). . Al polinomio p(\) de la
nota anterior lo llamamos el Polinomio Caracteristico de la matriz A.

Como los vectores propios de A son los vectores v # 0 que satisfacen la
ecuacion vectorial

(A= X7 =0.

y como p(A\) = 0, tiene a lo sumo n raices, entonces existen a lo sumo n
valores propios de A y por tanto existen a lo sumo n vectores propios lineal-
mente independientes.

El siguiente teorema se demuestra en los cursos de Algebra Lineal.

Teorema 7.2.
Cualesquiera k vectores propios vy, . . ., U} correspondientes a k valores pro-
pios diferentes A1, ..., A\, respectivamente, son linealmente independientes.

Pasos para hallar los valores y vectores propios de A:
» Hallar p(\) = det(A — \I) = 0.

= Hallar las raices Aj,..., A\, de p(\) = 0.

= Para cada valor propio A;, resolver el sistema homogéneo

(A—NI)T=0.

Ejemplo 2. Hallar tres soluciones linealmente independientes, una matriz
fundamental y la solucién general del siguiente sistema:

1 -1 4
r'=13 2 -1|7
2.1 -1

Solucion: el polinomio caracteristico es

1-x -1 4
p(N) =det(A-=X)=| 3 2=X -1 | =-(N -2 -51+6)=
2 e
=—-A-1)A+2)(A=3)=0

luego los valores propios son: Ay =1, \g = =2, \3 =3
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Hallemos los vectores propios:
Para A\ = 1, tenemos que

1—1 -1 4 vy | 0 —1 4
(A-1.N)5=1| 3 2-1 -1 vl =13 1 =1
2 1 —1-=1 |vg 2 1 =2

escalonemos la matriz de coeficientes por reduccién de filas

0 —1 Ra1(1) 0 - Ra(3) [0 -1 4 Ras(=1)
301 1| 2803 0 3] =% |1 o 1| 2
2 1 -2 O o o 2| MG |1 0o 1
luego vy = 4vs, vy = —w3, v3 = v3, por lo tanto
—1 —1 =g?
T=|4| = Ti=¢c|4|=|4e
1 1 et
Para Ay = —2, tenemos que
1+42 -1 4 U1 3 -1 4
(A42.1)7 = 3 242 -1 vl =13 4 -1
2 1 —14+2| |v 2 1 1
escalonemos la matriz de coeficientes por reduccion de filas
3 -1 4 4 3 -1 4 Ra(k) 3 —1 4 B
3 4 —1| 29 115 o 15| 2L 1o p| HeC
2 1 1| ™0 05 o 5| ®&E |1 o 1| feCY
luego vo = —vy, v3 = —vy, v; = vy, por lo tanto
1 1 e 2
T=|-1| = Zh=e?|-1|=|—?
~1 ~1 —e~2
Para Ay = 3, tenemos que
1-3 -1 4 U1 -2 -1 4
(A—=3.1)0= 3 2-3 -1 vl =13 -1 -1

2 1 —1-3] |vs 2 1 -4

(%1
V2
U3

U1
%
U3

0
=10
0
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escalonemos la matriz de coeficientes por reduccién de filas

e I N N R i T N
3 -1 —1| 2 5 o 5| 281 o —p] feW
2 1 —4| O o o0 0 0 0 0

2 1 0

1 0 -1

0 0 0

luego vy = 2vy, v3 =wvy, v = vy, por lo tanto

1 1 e3t
v= 2] = Z=et|2] = [2%
1 1 edt

Las tres soluciones son &'y, Ts, T3, como los tres valores propios son diferentes
entonces Ti, T, x3 son linealmente independientes, o sea que la matriz
fundamental es

et o2 3t
q)(t) = [fl, fg, fg] = | 4et —6_2t 2€3t
ot e Bt
La solucion general es
Cl Cl
.f(t) == lel(t) + Cg.fg(t) + Cgfg(t) - q)(t) 02 - [fl, .fg, fg] 02
03 CE’)

RAICES COMPLEJAS.

Si A = a + i es un valor propio o caracteristico de A con vector propio
asociado ¥ = ¥ +i0,, entonces F(t) = e* ¥ es una solucién vectorial compleja
ded' =AUz

La solucion vectorial compleja da lugar a dos soluciones vectoriales reales,
en efecto:

Lema 7.1.
Sea Z(t) = &1(t) + iZ2(t) una solucién vectorial compleja de ¥ ' = AZ,
entonces Z'1(t) y Z5(t) son soluciones vectoriales reales de 7' = AZ.
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Demostracién: como Z(t) es solucién de ¥’/ = A & entonces
Ty (t) + 12y '(t) = A(Z1(t) +iZa(t)) = AZy(t) + 1 ATy (1)
e igualando parte Real y parte Imaginaria:
=A% y I =Ad,
o sea que Z(t) y Z2(t) son soluciones. |

Obsérvese que 71 (t) = Re{Z(t)} Zo(t) = Im{Z(¢t)}

NOTA: si A= a+1if es un valor propio complejo y U = U + iU es un
vector propio complejo asociado a A entonces

7 = Mg = elotiblt (T + i) = e*(cos Bt + isen Bt) (V) + iv)

= eat[’l_fl COS Bt - 172 sen Bt + Z(ﬁl Sen /Bt + 172 cos /Bt>]

Por tanto si A = « + i es un valor propio de A con vector propio v =
U1 + iU, entonces

T = e™ (T cos Bt — Uy sen ft), To = e (¥ sen Bt + T, cos [t) (7.12)

son dos soluciones vectoriales reales de #’(t) = Az y son linealmente inde-
pendientes.

Ejemplo 3. Hallar dos soluciones vectoriales reales linealmente indepen-

12 —17} .

dientes del siguiente sistema: ¥’ = [ i g7

Solucion: hallemos el polinomio caracteristico

p(A) = {HZA _;1_7A] =M =8\ +20=0

los valores propios son A\ =4+ 21, Ay =4 — 2i,por tanto a« =4, = 2.
Si A1 = 4 + 27 entonces
8—2i —17 vi| |0
4 —8 —2i| |vy| |0

(8 =20y —1Tva =0 y 4v; 4+ (=8 = 2i)vy =0
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como estas dos ecuaciones son linealmente dependientes, se toma una cualquiera
de las dos, por ejemplo la primera

1 8 _ 9 B L 1
v2—1—7( —2i)vy, vy =V =T = L(g—2i) vy

17}:17 10

8- 2 }H{

tomando v; = 17 tenemos v = [ g y

A=) n- )
€sCogemos como v, = , Uy =

8 -2
Por lo tanto las dos soluciones vectoriales reales son:

Fi(t) = e™ (U cos Bt — Tysen ft) = e ( {187} cos 2t — {_02} sen 2t)

T 17 cos 2t
o 8 cos 2t + 2sen 2t

y también

To(t) = e™ (¥ sen St + U cos Bt) = e* ( {187} sen 2t + [_02} cos 2t)

o 17sen 2t
o 8sen 2t — 2 cos 2t

Nota: si se utiliza el otro valor propio Ay = 4 — 2¢ y se sigue el mismo
procedimiento se llega a que

17 cos2t 17sen 2t
- 4t 2 — oA
n(t) =e [8 cos 2t — 2 sen Qt} ,aa(t) =e {8 sen 2t + 2 cos Qt}

que también son dos soluciones linealmente independientes de la E.D., es de-
cir, que de acuerdo a la seleccién que hagamos ya sea en los valores propios
o en las ecuaciones lineales cuando escalonemos la matriz de coeficientes,
tendremos respuestas diferentes, esto se debe a que escogemos vectores base
U1, Uy diferentes.

RAICES IGUALES.
La matriz e?* que definimos a continuacién, cuya existencia esta demostrada
en el Apéndice A.3 .
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Definicién 7.5 (Matriz exponencial). Si A es una matriz n X n y cons-
tante

2 t"
M_THtA+ = AP+ .+ — A"+
2! n!
Esta serie es convergente para todo t y para toda matriz A, ., constante.

Derivando formalmente (Ver la demostracién de la derivada en el Apéndice
A.4), tenemos
n—1

t

At 2 n

— =A4+At+.. .+ —--A
dte + + +(n_1)! +

n—1
= A I+At+...+t7A"+... = Ae?t
(n—1)!

Por tanto, e’ ¥ es una solucién de ¥’ = AZ, donde ¥ es un vector constante.
En efecto

d
() = AT = A (M D)
—— ——

— —

x z
También en el Apéndice se demuestran las siguientes propiedades.

Propiedades:
). (eAt)1 = e At
i), eAlt+s) = oAt oAs
iii). Si AB = BA, donde A, x, ¥ Bpnxn, entonces etBt = At Bt
Observacion:

PALT o GAEAIERAILE _ (A=ADE AL (7.13)

Yaque (A— XA = (A)(A—XI)

2
Pero My = {I+)\It+()\1) T }

= {1+)\t+—+ }

sustituyendo en (7.13)

Ay = eMeA Ay (7.14)
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Si ¥ satisface (A — AI)™¥ = 0 para algtin entero m, entonces la serie infinita
de e~ termina después de m términos; en efecto,

(A= X)™eg = (A — M)°(A — A7 = 0.

Por tanto
eAADty — I+(A—)\I)t+(A—)\I)ﬁ+ +(A—M)W1L v
21 (m—1)!
t2 ) tmfl .
en (7.14):

e = MU+ t(A — N)T
t2 tm—l

+5 (A= M0+ ...+ ] (A= XD™ 4] (7.15)

Algoritmo para hallar las n soluciones linealmente independientes

1. Hallar los valores y vectores propios de la matriz A. Si A tiene n vec-
tores propios linealmente independientes entonces ¥ = AZ tiene n
soluciones linealmente independientes de la forma eM#.

2. Si A tiene k < n vectores propios linealmente independientes, entonces
se tienen k soluciones linealmente independientes de la forma e*#. Para
encontrar las soluciones adicionales se toma un valor propio A de A y
se hallan todos los vectores v tales que

(A=X2G=0 y (A—XNT#QO.
Para cada uno de estos vectores v
Ay = MW A = MG+ t(A — N7

es una solucién adicional de ' = AZ. Esto se hace para todos los
valores propios de A.
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3. Si atn en el paso anterior no se han conseguido las n soluciones lineal-
mente independientes, entonces se buscan los vectores v tales que

(A=XP*=0 vy (A=XD*3#0

por lo tanto

t2
e = eMT+ t(A — AT + E(A — )27
es una nueva solucién linealmente independiente de 7" = A Z.

4. Se continua de la misma manera hasta completar n soluciones lineal-
mente independientes.

Ejemplo 4. Resolver por el método anterior el problema de valor inicial

1 1
2 —1|z Z0)= |3
0 1

luego A = 2 es un valor propio de A con multiplicidad 3.
Hallemos los vectores propios asociados a A = 2, estos vectores deben satis-
facer la ecuacion

01 2 (%1 0
(A=2DF=10 0 —1| |w] = |0
0 0 O U3 0
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luego v, = 0, v3 = 0 y v1 = vy, por lo tanto el vector propio asociado a A = 2

es
1

Of,
0

la solucion asociada a este vector propio es
z1(t) = e*v=e* |0],
0

luego la dimensién del espacio propio asociado al valor propio A = 2 es uno,
esto quiere decir que debemos hallar un vector v tal que

(A—20%0=0 y (A—20)7#0

01 27f0o1 2 00 —1] [w 0
(A-20)*%=1{0 0 —1| [0 0 —1|&=]|0 0 O | [v|=|0
00 0|00 O 00 0] |vs 0

es decir v3 = 0, v y v9 son parametros; elegimos v1 = 0y v9 = 1 de tal

0
manera que el vector ¥ = [1]| sea linealmente independiente con el vector
0
1
v = |0] hallado anteriormente
0

La solucién asociada a U es

15(t) = eM[T+ t(A — A)v] = [0+ t(A — 21)7]
0 012770 0 1 t
=e[|1| +t |0 0 —1| |[1|]=¢€¥[|1]| +t|0|]=¢*|1
0 00 0]10 0 0 0

como (A — 2I)%7 = 0 tiene dos soluciones linealmente independientes
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se debe buscar otra solucién linealmente independiente con las anteriores,
que cumpla la condicion

(A-2D)P5=0 vy (A=20)2T#0
01 27° 0 0 0] [n 0
(A-201)P0=1{0 0 —1| #= |0 0 0| |ve| = |0
00 0 0 0 0f [vs 0
0
luego vy, v9 vy v3 son parametros, entonces escogemos v = |0 | de tal manera
1
1 0
que sea linealmente independiente con |0 y [1| y que ademés cumpla
0 0
(A — 2127 # 0.
Como el sistema es 3 x 3, entonces la ultima solucién es
- [ Lt 2 21 Lt 2
z3(t) =e [v+t(A—)\I)v+§(A—)\I) U]=e [v+t(A—2[)v+§(A—2[) 0]
0 01 27[0] fo1 270
=e[|0] +¢t [0 0 —1 0l +510 0 -1 0]
1 00 O 1 00 0] [1
0 2 2[00 =11 [0 0 [ 2 2 [l
=e[|0] +t |1 +5 100 0 0] =e*[|0] +t|=1|+—=| 0 |]
1 0 00 O 1 1 | 0 0
2t — &
_ o2 4
1
La solucion general es
1] t 2t — &
f(t):Clxﬁ(t)+02x3(t)+03x§(t)20162t 0 +0262t 1 +0362t —t
0 0 1

en t = (0 se tiene que
1 1 [0 0

Z(0)= 3| =C1 |0 +C2 |1 +C5 |0

1 0 0 1
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luego C1 =1, Cy, =3y (C3=1
La solucion particular buscada es

145t %
Ft)=e*| 3—t
1

Nota: en algunos casos el valor propio repetido A de multiplicidad m puede
producir m vectores propios, en otros casos (como en el ejemplo anterior)
puede producir menos de m vectores propios, teniéndose que completar el
resto (hasta completar m) con los que llamaremos vectores propios genera-
lizados.

Definicién 7.6 (Valor propio defectuoso). Un valor propio A de multipli-
cidad m > 1 se le llama defectuoso si produce menos de m vectores propios
linealmente independientes. Si \ tiene p < m vectores propios linealmente
independientes, al niumero d = m — p de vectores propios faltantes se le llama
el defecto del valor propio defectuoso A

En el ejemplo anterior A = 2 tiene multiplicidad m = 3 y solo produjo
p = 1 vector propio, al nimero d = m —p = 3 — 1 = 2 de vectores propios
faltantes se le llama el defecto del valor propio A = 2, los dos vectores propios
faltantes se consiguen con vectores propios generalizados.

Observaciones.

1. Si A es un valor propio de la matriz A, denominamos vector propio
generalizado de rango m asociado a A, al vector v tal que

(A=XD"0=0 y (A=X)""'5#0

Cuando m = 1, el vector ¢ es un vector propio generalizado de rango
uno y es también un vector propio ordinario; cuando m = 2, el vector
U es un vector propio generalizado de rango dos, pero no es un vector
propio ordinario.

Una cadena de longitud m de vectores propios generalizados originados
en el vector propio v7 es un conjunto de m vectores propios generaliza-
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dos {01, v3,...,un} tales que

(A - )\[)ﬁm - ﬁm,1

(A= ATy = s
(7.16)

(A — M)y

U1

Si sustituimos v,,—; en la segunda expresién de (7.16) y luego v, o en
la tercera expresion y asi sucesivamente, tenemos que

(A= XD 1%, =, (7.17)

y como v; es un vector propio ordinario, entonces premultiplicando
(7.17) por (A — M) se llega a que

(A= X", = (A= X7, =0

en general para j =1,...,m—1:

(A= M) T, = Ty (7.18)
Utilizando (7.18) se puede mostrar que la cadena {01, 03, ..., vy} es un
conjunto de vectores linealmente independientes, para ello suponemos
que

041171+062172+...+Oém’l7m:0

se premultiplica por (A — AI)™"! y se llega a que a,, = 0, en forma
similar se demuestra que «a,, 1 = 0 y asi sucesivamente hasta mostrar
que a1 =0

2. Utilizando (7.15) tenemos que

Z(t) = eM[vh, + t(A — N)Tp+

t2 tm_l
— (A=A 0p + ...+ ——— (A= A" 17, 1
2!( M) Uy, + +(m—1)!( AT ,] (7.19)
donde @, satisface (A — X)"¥,, =0y (A — A)""'0,, = ) # 0 y por
(7.18)
t2 tm—l
Zt) = eMip + thpot + = Vpeg + ... +

S Bl (720
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Algoritmo para una cadena de longitud m
a. Hallar ¢; vector propio de A gsociado al valor propio A que satis-
face el sistema: (A — )’ = 0.
b. Hallar @5 tal que (A — )t = 0.
c. Hallar v, tal que (A — A\ )U,, = 1.
d. La solucién asociada a esta cadena es

2 thl

f(t) = e)xt[ﬁm + tﬁm_l + 5 Um_g + ...+ m 171]
3. Consideremos el sistema
¥ =ar+Db
STy (7.21)
Yy = asr + by

luego su ecuacion caracteristica es

- A b
p()\) = det {a1a2 b, i )\} = (@1 — )\)(bg — )\) — asby

= A — (a1 + ba) A+ (a1by — agby) =0 (7.22)

y supongamos que tiene una raiz A = m con multiplicidad dos.
Supongamos también que

5o A
T \B
es el vector propio asociado a A = m y que
b= |
2 — Bl

es el vector propio generalizado de rango dos, asociado al valor propio
A =m, es decir

(A—mI)*t, =0 vy (A—mD)t =0, #0

Por tanto las dos soluciones linealmente independientes son

. mt= _ omt | A
Fi(t) =™t =e t{B]
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y por (7.20) la segunda solucién es

y(t)
A A+ At
_ mt mt 1
= 016 |iB:| + 026 |iBl + Bt:| (723)
finalmente
t) = C1Ae™ + Cy(A; + At)e™
[B( ) 14e"" + 2( 1+ )6 (7.24)

y(t) = C1Be™ + Co( By + Bt)e™

Teorema 7.3.
La matriz X (t),xn, es una matriz fundamental de la E.D. vectorial

T’ = AZ si y solo si satistace la E.D. matricial X'(t) = AX(t) y ademads

Demostracién: sea X(t) = [Z1(t),...,Z,(¢)] una matriz fundamental de
7' = AT, entonces

F1(t), Fa(t), .o, Fult)

son linealmente independientes y por tanto det X (¢y) # 0.

Derivando la matriz X (t), tenemos
X'(t) = [#1(1), 75(1), ..., 7 (1)]

y como

entonces
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luego X (t) es solucion de la E.D. matricial

X' =AX
Reciprocamente como & (ty), ..., Z,(to) son linealmente independientes, ya
que det X (ty) # 0; entonces por la nota ii. hecha en la pagina 96 del Cap.

IV, tenemos que

Z1(t), To(t), ..., Zn(t) son linealmente independientes

es una matriz fundamental. [ |

Teorema 7.4.

At

La matriz e”* es una matriz principal de ¥’ = AZ.

Demostracién: en efecto, e?? es solucién de X’ = AX ya que

A

y por el teorema anterior e’ es una matriz fundamental, ademas,

t2
eAt:I+At+A2§+...,
y para t = 0 se tiene que e4° = I. |

Teorema 7.5.

Sean X (t) y Y (t) dos matrices fundamentales de ¥ ' = AZ, entonces existe
una matriz constante C,,x, tal que Y (t) = X(¢)C.

Demostracion: como
X(t) = [#1(t),...,Z.(t)] esfundamental
entonces Iy, ..., T, son linealmente independientes. Similarmente como

Y(t)=[y1,...,Yn] esfundamental
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entonces 11, ..., Y, son linealmente independientes.
Como 74, ...,Z, es una base, entonces cada y; se puede expresar como una
combinacién lineal de esta base, es decir,

Oli
5 5 5 5 5 O?i
yi:Clixl—i-...%—men:[xl(t),...,xn(t)] .
Oni
parai=1,...,n, luego
Cll Cln
Y ()= [, 0a) = [71(), ..., Z(0)] | | =X Couxn
Onl Onn
donde
Oll Cln
C=| : : u
Onl e Cnn

El siguiente teorema nos permite hallar una matriz exponencial, cono-
ciendo una matriz fundamental.

Teorema 7.6.
Sea X (t) una matriz fundamental de ' = AZ entonces

e = X (t) X710).

At

Demostracién: sea X (t) una matriz fundamental y como e es matriz

fundamental (principal), entonces; existe
Crxn tal que e = X (t)C

Parat =0 = ¢% =] = X(0)C = C = X1(0). Luego e = X (t) X~0).
[ |

Ejemplo 5. Hallar e para

1 11
'=103 2|7
0 05




7.3. METODO DE LOS VALORES Y VECT. PROPIOS 269

Solucién:
Hallamos los valores propios, que en este caso son: A=1, A\=3, A=5

1 1 et
Para)\:1:>171: 0 :>fl(t>:€t 0 = 0

0 | 0 0

[ 1] [ 1] [ &3t ]
Para\=3=0y= | 2 | = &)= | 2 | = | 2%

| 0 | | 0] | 0]

1] 1] [ e ]
ParaA=5=03=| 2 | = &) =¢"| 2 | = | 2%

_2_ _2_ _265t_

y por Teorema 7.2 7 (t), Z2(t), Z3(t) son linealmente independientes.

et e3t e5t
Luego X(t) = | 0 2e% 2¢ | esla matriz fundamental.
0 0 2t

111 1 =5 0
Luego X(0)=[0 2 2 | =X"10)=]0 % _%
0 0 2 0 0 %
Luego
ot et et 1 -1
2
Ao XHXO)= | 0 2% 2% | |0 L
0 0 2 o 0 1
¢ et &3t &3t 5t
€ —3r% 3 Tt%
— 1| 0 o3t Bt 4 oot
0 0 5t

Ejercicios. En los siguientes ejercicios, hallar la solucién general para ¥’ =
A Z'y con el Wronskiano comprobar que los vectores solucién son linealmente
independientes.

8 =3
e
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(Rta.: Z(t) = C; m et 4 Cy m e )

e

4 -4
(Rta.: Z(t) = C, E’] e E e)

[

(Rta.: 7(t) — 01[{ _54} cos 2t— [g} sen 2t]+02[m o8 21+ [ K 4] sen 21])

0
1
0

2

0 0
0 | cos2t+ |1| sen2t])
-1 0

L

0
el + Cael[| 1] cos2t — [ 0 ] sen 2t
1

+ Cget[

Rta.: A\ = —
at)e %, (1)

-3 0 -4
r'=1-1 -1 -1
1 0 1
(Rta.: A = —1(mult.3) defectuoso, z1(t) = (—2C,+C5—2C5t)e™", 29(t)
(C1 — Cy + Cot — Cst + 1C5t%)e —t, 3(t) = (Cy + Cst)e™)

[1 ]

(Rta.: 7(t) = Cy M th+02{ éﬂ e*)

ult.2),vector propio v = [1 — 1]7, z1(t) = (Cy + Cy +
(—=Cr = Cat)e™)

QA Hl
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7.4. VARIACION DE PARAMETROS

En el capitulo 4. vimos que la solucién general de una E.D. lineal no
homogénea tenia dos partes que eran j, y =, y la solucién general era z(t) =
xp, + . Lo mismo nos sucede cuando tenemos una E.D. lineal vectorial no

—

homogénea ¥’ = AZ 4 f(t), su solucién general es de la forma & = @, + 7,
donde 7}, es la solucién a la homogénea asociada ¥’ = AZ y esta expresada
por

Th = &1 + oy + - + Cuy,

El objetivo en esta seccién es hallar la solucién particular ;, de la ecuacién
no homogénea, para ello utilizamos el método de varacién de parametros, de
la misma manera como lo hicimos en el capitulo 4.
Consideremos la E.D. vectorial no homogénea:
' = AT+ f(b). (7.25)
Sean Z(t),...,Z,(t) las soluciones linealmente independientes de la ho-
mogénea asociada, o sea que

G
Dy(t) = CLiy(t) + ...+ CoZp(t) = [1, 25, -] | 1 | = X@)C
Cn
y variando los parametros C, Cs, ..., C, tenemos
u1(t)
Z(t) = uy ()@ () +. . Aun(t)Z,(t) = [21(2),23(L), - -, 25 (1)] : = X,
U, (t)
la cual suponemos que es una solucién de ¥’ = Ax + f (t).
Luego , Z(t) = X (t)u(t), donde
10
X(t) =[2(0),..., 5] yult)=|
Uun(t)
Como
- d — ’ — -
£(t) = — (X(0)ua(t) = X'(t)u(t) + X ()u (),
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— — —

E+ () = AX()u(t) + f(t) = X' ()u(t) + f(1)
———
X/
Sustituimos en (7.25) y cancelando, obtenemos:

X(tyi'(t) = f(t)

—

Premultiplicando por X (¢) : @ '(t) = X 1(t) f(t)

G
/X t)dt +C, donde C'= | : (7.26)

luego
Z(t) = Uk’ ﬁ+0} /X F(t) dt + X (1)C

como i, (t) = X (t)C, entonces

Para resolver el problema de valor inicial:

—

Z'(t) = AZ(t) + f(t) con Z(ty) = 20, como

—

F(to) = 7o = X(t)C + X(ty) /X (1) flt) dt

t=to

—

despejando C = X ~1(ty) 7, — JX7Ne) f(t)dt

cién general

f:X@( Y(to)Zo — /X t)dt

y sustituyendo en la solu-
t=to

t>+Xw/X1
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/X
tto

= X ()X (to)To + X (2) X~ 1(s) f(s) ds

to

X ()X ()i — /X

en resumen, la solucién al problema de valor inicial es

Ft) = X)X Hto)do+X@) [ X7(s) f(s)ds (7.27)

to

En particular si
Xt)=eM = X1t)=e = X (t) = e Ao

entonces

0 sea que
t —
Z(t) = et i +/ A9 f(s) ds (7.28)
to

Ejemplo 6. Utilizar (7.27) para resolver el sistema:

-[3 7 5] o 1]

Solucién: para resolver este ejercicio, utilizaremos el siguiente resultado

—1
. . la b o d —b
del algebra lineal: [ ¢ d } = T { ¢ a }

Los valores propios de la matriz A son: A =3, A =4

Los vectores propios linealmente independientes son:

a=[1] s-[2]

Las soluciones vectoriales linealmente independientes son:
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. 1] e3t . . 3 3ett
a=e | 1| = | =era—e | 5] =] 5o

Luego la matriz fundamental y su inversa en términos de s son:

i e3t 3e4t B _26—35 36—33
X(t> - e3t 264t } ) X 1(S> - |: —4s —4s :|

Pasos: a) hallemos:
et 3t 7 t _9e35  3e=3s ebs
/ X )d = e3t 9edt ] /0 e—4s s 4 ds
[ et 3ett ] P —2e25 4 12¢73¢ J
- €3t 2€4t ] 0 es — 46745 S

€3t 364t ] |: _e2t _ 46—3t +5 :|

| et 2e% el e —2
[ 2% — 1+ 5e3 — Gett }

B — 24 5e¥ — get

_ 5 €3t 5 364t 265t -1
= N oAt + &t 9

= 5771 (t) — 225(t) + 7

Luego la solucion particular es

. 2e%t —1
Tp =1 ot o
b) Hallemos X () X~1(0)
et et -2 3 91 [e¥ 3et —6 | [ —6e¥ + 15et
et et 1 -1 4 | | e 2eH 5 | | —6e% 4+ 10e

De a) y b):

I~

() = X () X(0) 7 + X (1) /Ot X!

[ —6e% + 15e* 2e% — 1 +5e% —6ett ] [ —e3 4 9ett + 2% — 1
- _663t + 1064t 5t 2 + 563t _ 4e4t _63t + 664t + 65t -9
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Ejercicios.

1.

Hallar la solucién particular del siguiente sistema:
T'=] 9|7 Nk
666 — 120t — 575e~t — 91>
. 2(1) = L
(Rta.: Z(t) = 155 { 588 — 60t — 575¢ 7t — 13¢™ ] )

Hallar la solucién particular del siguiente sistema:

B2 0
T T2 3T |eBteosat]”

—2tsen 2t
L2(4) — 1,3t
(Rta.:7(t) = ge [sen 2t + 2t cos 24 )
Hallar la solucion general del siguiente sistema:
=4y +1, Yy =—x+2
(Rta.: z = —2C cos 2t +2Cy sen 2t +2;  y = Cycos 2t + C} sen 2t — i)

. Hallar la solucion general del siguiente sistema:

= —y+t, y =x—1t
(Rta.: x = Cycost — Cysent +1+1t; y=Cycost+ Crsent —1+t)

Sean @ (¢) una solucién de Z ' = AZ 4 bi(t), G»(t) una solucién de
T = AZ+by(t), -, Pn(t) una solucién de ¥’ = AZ+b,(t). Demostrar
que

es una solucién de
T = AT+ by () + by(t) + - - - + by ().

A este resultado también se le llama principio de superposicion.

Sea b(t) = py bee’st. (0 sea una suma finita de entradas periédicas).
Suponga que i, no es raiz de la ecuacién caracteristica de A para
k=1,2,--- m. Usar el principio de superposicién del ejercicio anterior
para mostrar que la solucién Z(t) de la ecuacion ' = AZ+b(t) se puede
escribir en la forma

E(t) = Fe,

m
k=1
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7. Si las ecuaciones del movimiento de una particula de masa m que se
mueve en el plano XY son
d*x d?y

mﬁ :f(t,a:,y), mﬁ :g(twruy)

donde f y g son las componentes en x y y de la fuerza que actiia sobre la
particula. Reemplazar este sistema de dos ecuaciones de segundo orden
por un sistema de cuatro ecuaciones de primer orden. (Sugerencia: haga
r=x,y=y, 2 =v,, Yy =v,, donde v, y v, son las componentes en
y en y de la velocidad).

7.5. TRANSFORMADA DE LAPLACE PARA

SISTEMAS
Definicién 7.7. Si
x1(t) SCemstry (t) dt
=] | = £E0Ne) D K(s) = z
T (t) oSty (t) dt
Y si
) fi(t) B B Fi(s) o e fu(t)dt
f)=1 : = F(s) = £L{f(t)}(s) = : - :
fa(t) F,(s) o e fu(t) dt

&
=
1
/—:«
~
SN—
——
—~
V2)
SN—
|
&
=
B
!
—~
~
SN—
+
\
—~
~
SN—
——

Pero £{Z'(t)} = :
sXn(s) — 2,(0)
en (7.29): sX(s) = #(0) = AX(s) + F(s)

Luego (sI — A) X(s) = Z(0) + F(s) = @y + F(s)




7.5. TRANSFORMADA DE LAPLACE PARA SISTEMAS277

Ejemplo 7. Resolver el problema de valor inicial.

oo L] e
faye = | 1] e+ ] e
sX(s) = H(0) = } ‘1*:)?(3)+Si1 “J

1
s—1

= (s —1)X1(s) —4Xa(s) =2+

—Xi1(s)+ (s = 1)Xy(s) =1+ —

Resolviendo el anterior sistema para X;(s), Xa(s):

1 111 1 1
X (s) = — 1 1
1(8) s—1+4s—3+4s+1
11 111 11
Xo(s) = —= y - _Z
8) == 7T 53 8st1

ai(t) = £7HXi(s)}

zo(t) = £7{Xy(s)}
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B 1, 114 1 _,
= 4e—|—8e 86

Usar la transformada de Laplace para resolver los siguientes sistemas de

E.D.

. 1734t t_ et Q —4t _ 1 _ 53 —4t_ 8 1734t
(Rta.: x = + + ;Y =16 16€ 2ef 4 )

‘fl—?t’ =br—y, x(0)=-1, y(0)=2

(Rta.: © = —cos 3t — 3sen3t, y = 2cos3t— I sen3t)

Dos pesos de 96 libras y 64 libras se mueven horizontalmente en una
superficie lisa, cada resorte tiene k& = ki = ky = 600. En t = 0 los
resortes estdn sin estirar y el de peso 96 tiene una velocidad de 600
pies/seg. alejandose del muro y el otro esta en reposo. Encontrar las
E.D. del movimiento y la posicién en el tiempo ¢. (Ver Capitulo 4 figura
4.16)

(Rta.: ml% = —kx + kao(y — x), mg‘f; = —ko(y — x)

x = 24sen 10t + 6v/6sen v/600t, y = 36sen 10t — 61/6 sen v/600¢)

Ejercicio 5. Hallar las E.D. del sistema de resortes acoplados con
constantes ky y ko y masas my y ms respectivamente, como se muestra
en la figura 4.14; resolverla con k1 = kg = k3 =1, m; = mg =1y
z(0) =0, y(0) =0, 2/(0) = -1, y'(0) =1

U DI (N DS A g
(Rta.: x = —5e' + 5e7", y = 5e' — 3¢77)
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7.6. ANEXO CON EL PAQUETE Maple

Ejemplo 8. Con el paquete Maple, hallar la soluciéon general y la solucién que
cumple la condicién inicial, del sistema:
x) = —4x; — 29
xh = x — 219
con x1(0) =1, x5 =2
Solucion general:

>syst :=[diff (x(t),t)=-4*x(£)-y(t), diff(y(£),t)=x(t)-2%y(t)];
SySl = [;p/:—ll*x—y,y/:l’—Q*y]
>s0ll := dsolve(sysl);

soll :={z (t) = e 3 (_.C1 + _C21),y(t) = —e 3 (LCI1 +_C2t+ _C2)}

La solucién que cumple la condicion inicial:

>dsolve( {diff(x(t),t) =-4xx(t)- y(t), diff(y(t),t) =
x(t)-2xy(t),x(0)=1, y(0)=2},{x(t),y(t)});

La solucién es

{y(t) = -exp(-3 t) (-2 - 3 t), x(t) = exp(-3t) (1 -3 t)}
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CAPITULO 8

INTRODUCCION A LA
TEORIA DE ESTABILIDAD

8.1. SISTEMAS AUTONOMOS, EL PLANO
DE FASE

Frecuentemente nos ocurre que no podemos resolver una E.D. analitica-
mente y con mas frecuencia si la E.D. es no lineal, pero aunque no podamos
resolverla explicitamente, si podemos analizar el comportamiento cualitati-
vo de sus soluciones. Buscaremos esta informacion cualitativa a partir de la
E.D., sin resolverla explicitamente.

Estudiaremos en este capitulo sistemas de la forma

dx
At = F(f&?/) (8-1)
dy

donde F'y GG son continuas y tienen primeras derivadas parciales continuas
en todo el plano.

El sistema (8.1) y (8.2) en el que la variable independiente ¢ no aparece en
F y en G se le llama auténomo.

281
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Por el Teorema A.7 (de Picard), si ¢y es cualquier nimero y (zo, yo)
es un punto cualquiera del plano XY, entonces existe una tinica solucion:

x(t) (8.3)
y(t) (8.4)

tal que z(ty) = o y y(to) = vo

Si z(t) y y(t) no son ambas constantes, entonces (8.3) y (8.4) son las ecua-
ciones parametricas de una curva en el plano XY, a este plano lo llamaremos
el plano de fase y la curva solucion la llamaremos una trayectoria del sistema
y la denotamos por I'(z(t),y(t)), la familia de trayectorias representadas en
el plano de fase la llamaremos el retrato de fase

Nota: si (8.3) y (8.4) es solucién de (8.1) y (8.2), entonces

r = z(t+c)
y = y(t+c)

—~
x 00

también es solucién de (8.1) y (8.2) para cualquier ¢, luego,

(
[(x(t),y(t)) = (z(t + ¢),y(t +¢))

Por tanto, cada trayectoria viene representada por muchas soluciones que
difieren entre si por una translacién del parametro. También cualquier trayec-
toria que pase por el punto (zg, o), debe corresponder a una solucién de la
forma (8.5) y (8.6), es decir, por cada punto del plano de fase pasa una sola
trayectoria, o sea, que las trayectorias no se intersectan.

Nota:
i). La direccién de t creciente a lo largo de la trayectoria dada es la misma
para todas las soluciones que representan a esa trayectoria. Una trayectoria
[(x(t),y(t)) es por tanto una curva dirigida y en las figuras utilizamos flechas
para indicar la direccién de t creciente sobre las trayectorias.
ii). De lo anterior se concluye que para los sistemas 2’ = F(z,y), v = G(z,y)
yx' = —F(z,y), y = —G(x,y) los diagramas de fase son los mismos, excepto
que la orientacion en cada trayectoria se invierte.
iii). Para el punto (z¢,yo) tal que

dy dx

d F(xan/O) =0, Y E = G(xojyo) =0
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se cumple que
zt) =z  y  y(t)=w

es también solucion (solucién constante), pero no la llamamos trayectoria.

De las anotaciones anteriores se concluye que las trayectorias cubren to-
do el plano de fase y no se intersectan entre si, la tnica excepcion a esta
afirmacién ocurre en los puntos (xg, yo), donde F''y G son cero.

Definicién 8.1 (Punto Critico). Al punto (x¢,yo) tal que F'(zo,y0) =0y
G(z0,Y0) = 0 se le llama un punto critico del sistema.

Nota: en estos puntos la solucién es tnica y es la solucién constante
z(t) = zo y y(t) = yo. Como se dijo antes, una solucién constante no define
una trayectoria, asi que por un punto critico no pasa ninguna trayectoria.

Supondremos que todo punto critico (xg,yo) es aislado, es decir, existe
un circulo centrado en (g, yo) que no contiene ningin otro punto critico.

Vimos en el Cap. IV que la E.D. del péndulo amortiguado (4.18) en la

pagina 152 era

@—l—iﬁ%—gse =0
a2 T mdt e S

Haciendo x = 0 y y = 6’ se obtiene el siguiente sistema auténomo no lineal

i =y =F(z,y)
c
y = —y—Lsens= G(z,y).
m a
Los puntos (nm, 0) para n € Z son puntos criticos aislados, ya que F(nm,0) =

0y G(nm,0) = 0. Estos puntos (n, 0) corresponden a un estado de movimien-

to de la particula de masa m en el que tanto la velocidad dngular y = %
., , 2 . ,
y la aceleracién angular ‘fl—?t’ = % se anulan simultaneamente, o sea que la

particula estd en reposo; no hay fuerza que actie sobre ella y por consiguiente
estd en equilibrio. Por esta razon en algunos textos a los puntos criticos tam-
bién los llaman puntos de equilibrio.

Como 2/(t) = F(z,y) vy y/'(t) = G(z,t) son las componentes del vec-
tor tangencial a las trayectorias en el punto P(z,y), consideremos el campo
vectorial:

V(z,y) = F(z,y)i + G(z,y)]
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Figura 8.1

donde fl—f =F(z,y)y ‘fl—?t’ = G(x,y)

En P(z,y) las componentes de V' (z,y) son F(z,y) y G(z,y) (ver figura 8.1).
Como fl—f =Fy fl—? = (, entonces V es tangente a la trayectoria en P y
apunta en la direccion de t creciente.

Si t es el tiempo, entonces V es el vector velocidad de una particula que se
mueve sobre la trayectoria. Asi el plano de fase esta lleno de particulas y cada
trayectoria es la traza de una particula precedida y seguida por otras sobre
una misma trayectoria. Esto es lo que ocurre en un fluido en movimiento
y como el sistema es auténomo entonces V(w, y) no cambia con el tiempo,
por esta razén al movimiento del fluido se le llama estacionario; los puntos
criticos ), R, S son puntos de velocidad cero, donde las particulas se hallan

en reposo (puntos estacionarios del fluido).

De la figura se extraen las siguientes caracteriticas:
1. Los puntos criticos.
2. La disposiciéon de las trayectorias cerca de los puntos criticos.

3. La estabilidad o inestabilidad de los puntos criticos, es decir, si una
particula préxima a un punto critico permanece cerca de él o se aleja
hacia otra zona del plano.

4. Las trayectorias cerradas como la I', corresponden a soluciones periédi-
cas.
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Como en general los sistemas no lineales no pueden resolverse explicita-
mente, el propdsito de la teoria cualitativa que desarrollaremos en este capitu-
lo es descubrir todo cuanto sea posible acerca de los diagramas de fase a partir
de las funciones F'y G.

Ejercicios.

1.

Describir el diagrama de fase del sistema: 2’ =0, 3’ = 0.
(Rta.: cada punto del plano de fase XY es punto critico, no hay trayec-
torias)

. Describir el diagrama de fase del sistema: =’ =z, ¢y’ = 0.

(Rta.: todos los puntos del eje Y son puntos criticos. Las trayectorias
son semirrectas horizontales con direcciéon hacia la derecha o hacia la
izquierda).

Describir el diagrama de fase del sistema: 2’ =1, ¢y’ = 2.
(Rta.: no hay puntos criticos, las trayectorias son rectas de pendiente
2 con direccién hacia la derecha y ascendiendo)

Describir el diagrama de fase del sistema: 2’ = —z, vy = —y.
(Rta.: punto critico (0, 0), las trayectorias son todas las semirrectas de
cualquier pendiente con direccién hacia el origen)

. Hallar los puntos criticos de

a)z’ +a2' — (P +22—-22)=0, b)r'=y*—bx+6, ¢y =x—y
(Rba.: a) (~2,0), (0,0), (1.0, b} (2,2),(3.3))

Dado el sistema no auténomo z = xz, ¥’ = x + ¢'. Hallar la solucién
general y luego dibujar las trayectorias orientadas en el plano de fase.
(Rta.: z = Ciet, y = Clet + et + Cy)

En los siguientes sistemas no lineales i) Hallar los puntos criticos, ii)
Hallar la E.D. de sus trayectorias. iii) Resolver la E.D., iv) Esbozar
varias trayectorias indicando su direccion.

a)r’ =y(z? + 1),y =2xy* b) 2/ =y(a®> + 1),y = —z(2? + 1),
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c)x' =e¥,y =eYcosz, d) 2/ = —x, y = 22%y>

(Rta.: a) i) Todos los puntos del eje X, ii) & = 122?1? iii) y = c(x®+1),
b) i) (0,0), ii) & = — 4, iii) 2?4+ y? = 2, ¢) i) No hay puntos criticos,
ii) g—i = cosz, iii) y = senz + ¢, d) i) Todos los puntos del eje Y, ii)

W — 2y’ i) y=7—yy=0)

8.2. TIPOS DE PUNTOS CRITICOS, ES-
TABILIDAD.

Consideremos el sistema auténomo:

dx
dy

donde F'y G son continuas, con derivadas parciales continuas en el plano de
fase XY.

Sea (o, yo) un punto critico aislado de (8.7) y (8.8). Si I'(z(t), y(t)) es una
trayectoria de (8.7) y (8.8), decimos que I tiende a (zg, o), cuando t — oo
(ot — —00), si

tl}rinooa:(t) = Tg (8.9)
A y(t) = o (8.10)

Nota: si se cumple (8.9) y (8.10), entonces (zg,yo) es punto critico de
(8.7) y (8.8), ademas, si

- y(t) — o

: existe o es igual a + oo,
t—+oo x(t) — X9

entonces se dice que I' “entra”al punto critico (x,yy) cuando t — o0 o
t — —oo. Esto significa que la recta que une (zo,yy) con P(z,y) tiene una
direccion determinada cuando t — oo 0 t — —o0.

dy _ G(zy)
de — F(z,y)

trayectoria de (8.7) y (8.8) en (z,y) cuando F'y G no se anulan simultanea-
mente; cuando F'y G se anulan simultaneamente, (xo, yy) es un punto critico
y ninguna trayectoria pasa por €l.

Eliminando t tenemos que : pendiente de la recta tangente a la
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8.2.1. TIPOS DE PUNTOS CRITICOS.

Sin pérdida de generalidad supondremos que el punto (0,0) es un critico.

1. Nodos. (ver figura 8.2 y 8.3)

Y
x
nodo propio o nodo estrella nodo impropio
asintoticamente estable asintoticamente estable
Figura 8.2

Se distinguen dos tipos de nodos: nodos propios y nodos impropios.
a). Los nodos propios : en estos el retrato de fase esta formado por
semirrectas donde todas entran (o todas salen) del punto critico, se le
llama también nodo estrella. Cuando las trayectorias tienden al punto
critico (sea nodo u otro tipo de punto critico) cuando t — oo, se dice
que es un sumidero y cuando salen de él, o sea cuando tienden al punto
critico cuando t — —oo, se dice que es una fuente.

b). Nodo impropio: a un punto de este tipo tienden e incluso entran
las trayectorias cuando ¢ — oo (6 t — —o0). Para este nodo existen
cuatro trayectorias en forma de semirrectas con extremos en el origen.
Todas las demas trayectorias tienen el aspecto de ramas de parabola y
al tender hacia el origen sus pendientes tienden a la pendiente de una
de las semirrectas.
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Y
x
nodo propio o nodo estrella nodo impropio
inestable inestable
Figura 8.3
Ejemplo 1. Consideremos el sistema siguiente ‘fl—f =xy ‘fl—? = -+ 2y

entonces (0,0) es punto critico.

La solucién general es x = Cy et y(t) = C) e + Cy e*.

Cuando C; =0 =z =0y y = Cye? esto implica que la trayectoria
es el eje Y positivo si Cy > 0 y el eje Y negativo si Uy < 0 y cada
trayectoria tiende y entra al origen cuando t = —oc.

Si Cy = 0 entonces x(t) = C €' y y = C} €' y la trayectoria es la semir-
recta y =x con x > 0y C; > 0, o también es la semirrecta y = x con
r < 0y C; < 0. En estos dos casos ambas trayectorias tienden y entran
al origen cuando t = —oo.

Cuando C] # 0y Cy # 0, las trayectorias estan sobre las pardbolas
Yy =1x+ g—% 2? que entran al origen con pendiente 1. Debe entenderse
que estas trayectorias constan solo de una porcién de la parabola, la
parte con x > 0 si C7 > 0y la parte x < 0 si C7 < 0.

Obsérvese que g—g — =22 . pendiente de la tangente a la trayectoria que

pasa por (x,y) # (0,0); resolviendo la E.D. encontramos y = x + Cx?
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Figura 8.4 Nodo impropio, inestable

que son las curvas (pardbolas) sobre las que se apoyan las trayectorias,
excepto las que estan sobre el eje Y (Ver figura 8.4).

2. Punto de Silla.

Figura 8.5 Punto de silla

El origen es un punto de silla si el retrato de fase muestra que a este
punto tienden y hacia él entran dos semirrectas con extremos en el ori-
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gen cuando t — oo y hay otras dos semirrectas que salen del origen
cuando t — oco. Entre estas cuatro semirrectas hay cuatro regiones, las
cuales contienen una familia de trayectorias en forma de hipérbolas;
estas trayectorias no tienden hacia origen cuando t — oo, sino que son
asintdticas a alguna de las semirrectas cuando ¢t — oo (figura 8.5)

3. Centros (o vortices)(ver figura 8.6)

Y

.

— :

Figura 8.6 Centro (estable)

Es un punto critico que esta rodeado por una familia de trayectorias
cerradas. Ninguna trayectoria tiende a él cuando ¢ — +oo.

Ejemplo 2. Consideremos el sistema

dx @_

@ aw "

Entonces (0,0) es el inico punto critico.
Su solucién general es :

x=—C;sent+ Cycost

y=Cicost+ Cysent
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Figura 8.7 Centro (estable)

La solucidn (o trayectoria) que satisface las condiciones iniciales z(0) =
1y y(0)=0es
T = cost y = sent

Y la solucién determinada por x(0) =0y y(0) =1 es

T
Tr = —sent = cos <t+§>

s
Yy = cost = sen (t+§>

Estas dos soluciones diferentes definen la misma trayectoria I'; es decir,
la circunferencia: x? + y* = 1.

En ambos casos la direccién del recorrido es en sentido contrario a las
agujas del reloj.

Eliminando ¢ del sistema, tenemos que g—i = —5 cuya solucién es

2?2 + 1> = R? que es una familia de circunferencias en el plano de
fase zy, pero sin direccién de recorrido. En este caso (0,0) es un cen-
tro(ver figura 8.7).
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Y

SN
’/

Figura 8.8 Foco o espiral (asintéticamente estable)

4 Focos. (ver figura 8.8)

Un punto critico se llama foco o punto espiral si el retrato de fase mues-
tra que hacia él tienden (o salen de él) las trayectorias de una familia
que gira en forma espiral un ntimero infinito de veces cuando ¢t — 4o0.
Notese que aunque las trayectorias tienden al origen, no entran a él en
una direccién determinada, es decir,

. dy :
lim =% no existe
t—+oo dx

Ejemplo 3. Sea a una constante arbitraria y consideremos el sistema:

dx

i (8.11)

i + ay (8.12)
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entonces (0,0) es el tinico punto critico.
La E.D. de las trayectorias es

d T+ a
I (8.13)
de  ax —vy
Pasemos a coordenadas polares: x = rcosf y y = rsenf como
r?=2*+y®y §=tan"' £ entonces
dr N dy o, df dy
r—=2=x — ri—=x-—"> —
dx yda: dx dx J
Luego (8.13) queda asi: % = ar = r = Ce* es la ecuacién polar de las
trayectorias.
La direccién del recorrido se puede deducir del hecho que ‘fl—f = —y

cuando = = 0.
Si a = 0 entonces el sistema (8.11) y (8.12) se colapsa en el sistema:

dx

— =— 8.14

=Y (8.14)

dy

— =z 8.15
y se convierte en r = ¢, que es la ecuacion polar de la familia de
circunferencias

2yt =2

de centro en el origen y en este caso decimos que cuando el pardametro
a = 0 se ha producido una bifurcacién, a este punto lo llamamos punto
de bifurcacion, en esencia es un punto donde las soluciones cambian
cualitativamente de estables (o asintéticamente estables) a inestables
o viceversa (Ver figura 8.9 ).

Definicién 8.2 (Estabilidad). Supongamos por conveniencia que (0,0) es
un punto critico del sistema

dx dy
—F =

Decimos que (0,0) es un punto critico estable si para cada R > 0 existe
un r > 0 con r < R, tal que toda trayectoria que esta dentro del circulo
2% 4+ y? = r?, para algin t = ty, permanece en el circulo x*> 4+ y* = R? para
todo t > ty, es decir, si todas las trayectorias que estan suficientemente cerca
al punto critico permanecen cercanas a él (ver figura 8.10).
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Y
Y Y
i N
a <0 a=10 a>0
a) Asint. estable b) Estable ¢) Inestable

Figura 8.9 Bifurcacion

Definicién 8.3 (Asintéticamente Estable). Si es estable y existe un
circulo % + y? = r?, tal que toda trayectoria que estd dentro de él para
algun t = ty, tiende al origen cuando t — oc.

Definicién 8.4. Si el punto critico no es estable, diremos que es inestable.

Figura 8.10

X
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Los nodos de la figura 8.3 y 8.4, el punto de silla de la figura 8.5, el foco
(o espiral) de la figura 8.9 ¢) son puntos inestables.

Los centros de la figuras 8.6 y 8.7 son estables, pero no asintoticamente
estables.

Los nodos de la figura 8.2, el foco (o espiral) de la figura 8.8 y 8.9a) , son
asintéticamente estables.

Para los siguientes ejercicios determine el tipo de punto critico que es
(0,0) y diga si es asintéticamente estable, estable o inestable:

Ejercicio 1. ‘fl—f =2r+y, % =x—2y

(Rta: Nodo asintéticamente estable (o sumidero).)

Ejercicio 2. % =4z —y, % =274y

(Rta: Nodo impropio inestable (o fuente).)

Ejercicio 3. ‘fl—f =z + 2y, % =2r+vy

(Rta: Punto de Silla inestable.)

Ejercicio 4. fl—f =3z +v, % =dr—vy

(Rta: Punto de Silla inestable.)

Ejercicio 5. % =z — 2y, % =27 -3y

(Rta: Nodo asintéticamente estable (o sumidero).)

Ejercicio 6. % =52 —3y, % =3z—y

(Rta: Nodo inestable (o fuente).)

Ejercicio 7. ‘Cil—“f =3z — 2y, % =4xr —vy

(Rta: Punto espiral inestable (es una fuente).)
Ejercicio 8. fl—f =z — Jy, % = 6x — 5y

(Rta: Punto espiral asintéticamente estable (es una sumidero).)
Ejercicio 9. ‘fl—f =2z — 2y, % =4z — 2y

(Rta: Centro estable.)
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Ejercicio 10. ‘fl—f =z — 2y, fl—? =dr—vy
(Rta: Centro estable.)

8.3. PUNTOS CRITICOS Y CRITERIOS DE
ESTABILIDAD PARA SISTEMAS LI-
NEALES

Consideremos el sistema:

dx

prialut + by (8.16)
d

—dgé = A% + byy (8.17)

El cual tiene a (0,0) como punto critico. Supondremos de ahora en adelante
que

a; b

as bg == albg - blag 7é 0 (818)

Por tanto, (0,0) es el inico punto critico.
(8.16) y (8.17) tiene una solucién no trivial de la forma

p).
Z(t) = e™? {gj , To(t) = em! [gj

donde m; o son raices distintas de la cuadrética:

m2 — (CLl + bg)m + ((llbg - (lgbl) =0 (819)

‘s e . Ay A,
que se conoce como ecuacion caracateristica del sistema y [ Bl B
1 2

son los vectores propios asociados a los valores propios m; 2. La condi-
cién (8.18) implica que m # 0.
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ii). O de la forma

Zi(t) = em [g} , Bo(t) = emt[{gj +1 [2}1 =™ {éi I éi] )

si m es una raiz de multiplicidad dos de la ecuacion caracteristica
m2 — ((ll + bg)m + (albg - agbl) = 0.

Ay

BJ es el vector propio

A . .
Y | gl es el vector propio asociado a m y
generalizado de rango dos de m.

Teorema 8.1 (Caracterizaciéon de la naturaleza del punto critico).

Sean my y my las raices de (8.19). La naturaleza del punto critico estéd de-
terminada por estas raices.

Casos Principales:

CASO A: Si las raices m1 y mo son reales, distintas y del mismo signo,
entonces es un nodo.

CASO B: Si las raices my y mo son reales, distintas y de signos opuestos,
entonces es un punto de silla.

CASO C: Si las raices my y mo son complejas conjugadas pero no imagina-
rias puras, entonces es un foco.

Casos Frontera:

CASO D: Si las raices my y ms son reales e iguales, entonces es un nodo.
CASO E: Si las raices my y my son imaginarias puras, entonces es un
centro.

Demostracion: CASO A: si las raices my y mo son reales, distintas y del
mismo signo, entonces (0,0) es un nodo.

Demostracion: supongamos que m; < ms < 0.
Sabemos que la solucion del sistema 8.16, 8.17 es:

r = ClAl €mlt + CQAQ €m2t (820)

y = C1Bye™ + CyBye™! (8.21)

donde los vectores
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\ Ay = Bsox //

Aly = 31$

// \

Figura 8.11 Nodo impropio (asintéticamente estable)

son linealmente independientes, por lo tanto % =+ % y las C' son constantes
arbitrarias.

Analicemos los coeficientes C y Cs

1.) Si Cy = 0, entonces

Tr = OlAl emlt, Yy = OlBl €mlt (822)

en este caso:
a). Si C; > 0, entonces (8.22) representa una trayectoria que consiste en la
semirrecta Ay = Byx con pendiente %
b). Si C} < 0, entonces (8.22) representa una trayectoria que consiste de la
otra semirrecta opuesta a la anterior.
Como my < 0, entonces ambas semirrectas tienden a (0,0) cuando t — oo y
como £ = Bi entonces ambas semirrectas entran a (0,0) con pendiente %.

Ay
2). Si ¢y = 0, entonces

Tr = OQAQ emQt, Yy = OQBQ €m2t (823)

Similarmente (8.23) representan dos semirrectas de la recta Asy = Box
con pendiente %, las cuales tienden a (0,0) cuando t — co y entran a él con

i Bz
pendiente T

3). SiCy # 0y Cy # 0, entonces (8.20) y (8.21) representa trayectorias
curvas; como m; < 0y my < 0, entonces estas trayectorias tienden a (0,0)
cuando t — oo, ademas, como

my —meo <0
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Yy C1B; emit 1 CyBs emat Cé—fle(m1—m2)t 1 B,

T N ClAl emit + C’QAQ emat o Cé_fjle(nufmg)t _|_A2

entonces, g — % cuando t — 00, asi que las trayectorias entran a (0,0) con
pendiente %. De acuerdo a lo analizado (0,0) es un nodo impropio y es,

como lo veremos mds adelante, asintéticamente estable (Ver figura 8.11).
Sim; > my > 0, la situacién es exactamente la misma, excepto que las

trayectorias salen de (0,0) cuando ¢ — oo, las flechas son al contrario del
caso anterior, (0,0) es un nodo impropio inestable.

+ A1y = Bx

Agy = Bsz‘

Figura 8.12 Punto de silla (inestable)

CASO B: si las raices my y my son reales, distintas y de signos opuestos,
entonces (0,0) es un punto de silla (ver figura 8.12).
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Demostracion: supongamos que m; < 0 < msy.
La solucién general de (8.16) y (8.17) es de la forma (8.20) y (8.21), como en
el CASO A se tienen cuatro trayectorias en forma de semirrectas opuestas;
un par de semirrectas opuestas representadas por (8.22) con m; < 0, que
tienden y entran a (0,0) cuando ¢t — oo y el otro par de semirrectas opuestas
representadas por (8.23) con my > 0 las cuales tienden y entran al origen
(0,0) cuando t — —oo.

Si Cy # 0y Cy # 0, la solucién general (8.20) y (8.21) representa trayecto-
rias curvas, pero como m; < 0 < ms, entonces ninguna de ellas tiende a (0, 0)
cuando t — 00 6 t — —oo. En lugar de esto una trayectoria es asintética
a una de las semirrectas de (8.23) cuando ¢ — oo y asintdtica a una de las
semirrectas de (8.22) cuando t — —o0, en efecto, como my > my

C,B, emt Cy By emat % elmi—ma)t + By B,
lim £ = lim :limcf4 ==
tmoo x  t—oo C1 A €™t + (C9Ae™t tooo —52 Lelmi—ma)t 4 A, Ag

) y ) C,B, emt 4 Cy By emat ) B + Cé?z elmz—mi)t B,
lim = = lim - - = lim o = —
t——oo t——o0 ClAl €m1 + C2A2 emQ t——o00 Al + él . e(m27m1)t Al

luego (0,0) es un punto de silla y es inestable .
CASO C: si las raices my, msy son complejas conjugadas pero no imagi-
narias puras, el punto critico es un foco (0 punto espiral).

Demostracion: m, msy son de la forma a 4 bz, donde a y b son reales no
nulos. En este caso el discriminante de 8.19 es negativo y por tanto

D = (Cll + b2)2 - 4(@1[)2 ~ a2b1> = (CLl - b2)2 + 4@2()1 <0 (824)

Suponiendo que al valor propio A = a + b esta asociado el vector propio

L LN Ay | As
V=101 + 1y = B, +1 B,

entonces la solucién general es de la forma

r = e™[C1(A;cosbt — Aysenbt) + Cy( Ay senbt + Ay cosbt)] (8.25)

y = e™[Cy(B;cosbt — Bysenbt) + Cy( By sen bt + Bycosbt)] (8.26)
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donde C7 y C5 son parametros.

Sia < 0entonces x — 0y y — 0 cuando t — oo, 0 sea que todas las
trayectorias tienden a (0,0) cuando t — oo y por tanto (0,0) es asintdtica-
mente estable.

Probemos que las trayectorias no entran a (0,0) cuando t — oo, sino que
giran alrededor de él en forma de espirales.

Para ello utilicemos coordenadas polares y mostremos que a lo largo de
cualquier trayectoria, el signo de fli—f no cambia para todo t.

Sabemos que

0 = tan*

]|

d i
a9 _ G —yG
dt x? 4 y?
y usando (8.16) y (8.17):

d  x(asr 4 boy) —y(ax +biy)  axx® + (by — ar)zy — biy?

dt 2 + y? x? + 92

Como estamos interesados solo en soluciones que representan trayectorias,
suponemos % + y? # 0.

De (8.24): ag y by deben tener signos opuestos.
Supongamos que as > 0y by < 0.

Si
do
y = 0:>E:&2>0 (8.27)
Si
do
£ 0= (3.25)
dt
yva que si % =0, entonces axz® + (by — a)zy — b1y? = 0, o sea,

2
QQ(E) +(bg—a1)§—b120
Y )
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f—:
8

(6O, AN
\J N

"/

a<0 a<0
as >0 as <0

Figura 8.13 Focos (asintoticamente estables)

ecuacion cuadratica cuyo discriminante es
(bg — &1)2 +4dasby =D <0

segin (8.24); por lo tanto + es nimero complejo, lo cual es absurdo porque
% es numero real.

De la continuidad de % de (8.27) y de (8.28) se concluye que % > 0
cuando as > 0y by < 0.

Similarmente, si as < 0 y b; > 0 entonces % < 0.

En conclusién #(t) es una una funcién siempre creciente para todo t o
siempre decreciente para todo t, luego no entra al origen.

Por (8.25) y (8.26): x y y cambian de signo infinitas veces cuando ¢t — oo,
es decir, todas las trayectorias giran en espiral alrededor del origen en sentido
contrario a las agujas del reloj si as > 0 y en sentido horario si as < 0. Luego
el punto critico es un foco asintéticamente estable (Ver figura 8.13).
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Si a > 0: el andlisis es el mismo, salvo que las trayectorias tienden a (0, 0)
cuando t — —oo y el punto critico es inestable.

CASO D: si las raices my y ms son reales e iguales, el punto critico (0, 0)
es un nodo.

Demostracion: supongamos que m; = mg = m < 0.
Dos casos:
i).ag=by#0yay=5b =0
ii). Todas las deméds posibilidades que conducen a una raiz doble.

Figura 8.14 Nodo propio o nodo estrella (asintéticamente estable)

i). Si a; = by = a # 0 entonces la ecuacién caracteristica (8.19) se
convierte en m? — 2am + a®> = 0 y por tanto m = a con multiplicidad dos y
el sistema de E.D. queda convertido en el sistema desacoplado siguiente

dx dy
— =ax — = ay.
at = a =
Es claro que su solucion general es
x=Cpe™, y = Cye™ (8.29)

donde C; y C5 son constantes arbitrarias, eliminando el parametro ¢, obte-
nemos

zz—l 0 sea que y:—lx
Y Cy Cy
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Las trayectorias definidas por (8.29) son semirrectas de todas las pen-

dientes posibles y como m < 0, entonces estas trayectorias tienden y entran
a (0,0) cuando t — oo, de donde (0,0) es un nodo (llamado también nodo
propio o nodo estrella) asintéticamente estable (ver figura 8.14).
Si m > 0, tenemos la misma situacion, excepto que las trayectorias entran
a (0,0) cuando ¢t — —oo, las flechas son al contrario, entonces es un nodo
(nodo propio o nodo estrella) inestable.

ii). Para raices repetidas sabemos de (7.24) en la pagina 266 que para

el valor propio m esta asociado el vector propio { } y el vector propio

B

generalizado de rango dos [gl} , por lo tanto la solucién general es:
1
r = 01 A €mt + OQ(Al + At) €mt (830)

Yy = 01 B emt -+ OQ(Bl + Bt) €mt (831)

donde C y C5 son constantes arbitrarias.

Cuando Cy = 0, entonces x = C; Ae™; y=C, Be™.

Sabemos que estas soluciones representan dos semirrectas de la recta

Ay = Bz con pendiente % y como m < (0, ambas trayectorias tienden a

(0,0) cuando t — oo. Como ¥ = %, entonces ambas trayectorias entran a

- B
(0,0) con pendiente 3.

Si Cy # 0, entonces (8.30) y (8.31) representan trayectorias curvas y como
m < 0, entonces estas trayectorias tienden a (0,0) cuando ¢ — co. Ademas,

como
y CyBe™+4 Co(By + Bt)e™

T N ClAemt+02(A1 +At> emt
y 22+ B+ Bt

r o G A A+ AL

B
:>y—>z cuando t— oo.

x

Luego, estas trayectorias curvas entran a (0,0) con pendiente %

A este nodo se le llama nodo impropio (ver figura 8.15) y es asintéticamente
estable.
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N

N

NN

Figura 8.15 Nodo impropio (asintéticamente estable)

Cuando m > 0, observemos que también £ — % cuando t — —oo, en

este caso las trayectorias curvas salen del origen. En este caso la situaciéon
es la misma excepto que las direcciones de las flechas se invierten y el punto
critico es un nodo (impropio) inestable.

CASO E: si m; y my son imaginarias puras, el punto critico (0,0) es un
centro (ver figura 8.16).

Demostracién: m; y ms son de la forma a +ib con a = 0y b # 0, luego
por (7.12) en la pagina 256,

x = C1(A; cosbt — Agsenbt) + Co(Ag sen bt + As cos bt)

y = C1(By cosbt — Bysenbt) + Co( By sen bt + By cos bt)

Luego x(t) vy y(t) son periddicas y cada trayectoria es una curva cerrada
que rodea al origen, estas trayectorias son elipses, lo cual puede probarse

resolviendo la E.D.; & — 222+boy
dx ai1z+bry
Luego (0,0) es un centro estable, pero no asintéticamente estable. |

Con lo demostrado en el teorema anterior, también queda demostrado el
siguiente criterio de estabilidad.
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1))
@y

Figura 8.16 Centro (estable)

Teorema 8.2 ( Criterio de estabilidad).

El punto critico (0, 0)del sistema lineal (8.16) y (8.17) es estable si y solo si
ambas raices de la ecuacion auxiliar (8.19) tienen partes reales no positivas,
vy es asintoticamente estable si y solo si ambas raices tienen partes reales
negativas.

Escribamos la ecuacién (8.19) de la forma siguiente:
(m —my)(m —mg) =m? — (my +me)m +mimy =m*+pm-+q=0

donde p = —(my + ma) y ¢ = myma.

Luego los cinco casos anteriores se pueden describir en términos de py q y
para ello utilizamos el plano pg (ver figura 8.17).

El eje p (0 sea ¢ = 0), estd excluido ya que por (8.19)

q = mimy = aby — axb; # 0.

—pE4/p?—4q

Por tanto, toda la informacién la podemos extraer de m; o = 5

Observando la figura vemos que:

» Por encima de la pardbola p? — 4¢ = 0 se tiene p* — 4¢ < 0. Luego
mq, Mo son numeros complejos y estos son imaginarios puros si y solo
si p = 0; estos son los casos C y E de focos y centros.
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X cuadrante inestable cuadrante agin Sticamente
estable

\
o espirales,
semlefe S

estable

nodos asintoticamente

\ nodos instables estables

p
cuadrante inestable /L cuadrante inestable
MOS de silla

Figura 8.17

= Por debajo del eje p se tiene ¢ < 0 = mq, my son reales distintos y de
signos opuestos, por tanto es un punto de silla o sea el caso B.

= La zona entre la pardbola y el eje p (excluido este eje e incluyendo a
la pardbola), se caracteriza porque p*> —4q > 0y q > 0 = my, my son
reales y del mismo signo y sobre la parabola m; = ms; por tanto son
nodos y son los casos A y D.

= El primer cuadrante excluyendo los ejes, es una regién con estabilidad
asintética; el eje positivo g corresponde a centros y por tanto es estable;
el segundo, tercero y cuarto cuadrante son regiones inestables.

Teorema 8.3 (Criterio para estabilidad asintética).

El punto critico (0,0) del sistema lineal (8.16) y (8.17) es asintéticamente
estable si y solo si los coeficientes p = —(ay + ba) v ¢ = a1by — asgby, de la
ecuacion auxiliar son ambos positivos.

En los siguientes ejercicios hallar los puntos criticos:
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Ejercicio 1. € =3z —y, % =gz+3y

(Rta: (0,0)) “

Ejercicio 2. & = 3z — 2y, fl—? =4r—-3y+1

(Rta: (2,3))

Ejercicio 3. fli—“’t” =2z — zy, % =y — 3y
(Rta: (0,0) y (3,2))

Ejercicio 4. fli—f =1, ‘fl—?t’ = —senx

(Rta: todos los puntos de la forma (nm,0), donde n es un entero.)

Determinar que tipo de punto critico es el origen del sistema dado e in-
vestigue el tipo de estabilidad de cada uno:

Ejercicio 5. fli—f =—2r+y, % =x—2y

(Rta: el origen es un nodo asintéticamente estable (es un sumidero).)

Ejercicio 6. &£ =z +2y, % =274y

(Rta: el origen es un punto silla inestable.)

Ejercicio 7. % =z — 3y, % =6z — 5y

(Rta: el origen es un foco o punto espiral asintéticamente estable (es un
sumidero).)

Ejercicio 8. fli—f =1x — 2y, ‘fl—zt’ =4z — 2y

(Rta: el origen es un foco asintéticamente estable (es un sumidero).)

Ejercicio 9.‘2—? = 3x — 2y, ‘fl—?t’ =4xr —vy

(Rta: el origen es un foco o punto espiral inestable (es una fuente).)
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8.4. CRITERIO DE ESTABILIDAD POR EL
METODO DIRECTO DE LIAPUNOV

Consideremos el sistema auténomo

dx

dt (8.32)
Y~ Glw)
dt 7y )

y supongamos que tiene un punto critico aislado; sea (0, 0) dicho punto critico
(un punto critico (zg,yo) se puede llevar al origen mediante la traslacién de
coordenadas © = u — xg, y = v — Yo).

Sea I'(x(t),y(t)) una trayectoria de (8.32) y consideremos la funcién
E(z,y) continua y con primeras derivadas parciales continuas en una re-
gién que contiene a la trayectoria. Si un punto (x,y) se mueve a lo largo de
las trayectorias de acuerdo a las ecuaciones x = x(t) vy y = y(¢), entonces

E(z,y) = E(x(t),y(t)) = E(t)
es una funcion de t sobre I' , su razén de cambio es

dFE OF dr  OFdy OF OF
E' = = — 4 _— 2 =_"—F4+_—3q 8.33
(z.9) dt Ox dt * Oy dt Oz * oy (8.33)

Esta féormula es la idea principal de Liapunov.

Definicién 8.5. Supongamos que E(x,y) es continua y tiene primeras derivadas
parciales continuas en una region que contiene al origen.

Si E(0,0) =0y

i. Si E(z,y) > 0 para todo (z,y) # (0,0), decimos que E es definida
positiva.

ii. Si E(x,y) < 0 para todo (x,y) # (0,0), decimos que E es definida
negativa.

iii. Si E(z,y) > 0 para todo (z,y) # (0,0), decimos que E es semidefinida
positiva.
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iv. Si E(z,y) < 0 para todo (z,y) # (0,0), decimos que E es semidefinida
negativa.
Nota:

E(x,y) = az®™ + by** con a > 0,b > 0 y m,n enteros positivos, es
definida positiva.

E(z,y) es definida negativa si y solo si —F(z,y) es definida positiva.

E(x,y) = az®™ + by*" con a < 0y b < 0 y m,n enteros positivos, es
definida negativa.

2?™ es semidefinida positiva, ya que 2*™ = 0 para todo (0,y) y ™ > 0
para todo (z,y) # (0,0).

Similarmente se demuestra que y**, (x — y)*™ son semidefinidas posi-
tivas.

Si E(x,y) es definida positiva, entonces z = FE(z,y) es la ecuacién
de una superficie que podria parecerse a un paraboloide abierto hacia
arriba y tangente al plano XY en el origen (ver figura 8.18).

Definicién 8.6 (funcién de Liapunov). Decimos que E(z,y) es una fun-
cion de Liapunov para el sistema (8.32), si

E(z,y) es continua, con primeras derivadas parciales continuas en una
region que contiene al origen.

E(z,y) es definida positiva.

Existe la derivada de E a lo largo de las trayectorias u orbitas del
sistema (8.32) y sea menor o igual que cero sobre la trayectoria, es
decir, que exista la siguiente derivada,

dE O0E _ OE ., dE
- = _ = — g / < .
e o G=—r(xy) = E(z(t),y(t) <0 (8.34)

cuando £ = SE p 4 %—5 G =L (z,y) = E'(x(t),y(t)) <0, decimos que
E(z,y) es una funcién de Liapunov estricta.
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z

Figura 8.18

Nota:
= Si (8.34) fuera semidefinida negativa implica que

dE  OF OF
E' =—=—F4+——G<Z<0
(z,9) dt  Or * oy
y esto implica que E es no creciente a lo largo de las trayectorias de
(8.32) préximas al origen.

= Por lo anterior las funciones E generalizan el concepto de energia total
de un sistema fisico.
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Teorema 8.4 ( Criterio de Liapunov).

a. Si existe una funcion de Liapunov para el sistema (8.32) entonces el
punto critico (0,0) es estable.

b. Si existe una funcién de Liapunov estricta para el sistema (8.32) en-
tonces el punto critico (0,0) es asintéticamente estable.

c. Si E'(x,y) es definida positiva entonces (0,0) es un punto critico in-
estable.

Demostracion: sea (| un circunferencia de radio R > 0 centrado en el
origen de tal manera que C] se halla dentro del dominio de definicion de la
funciéon E. Como E(z,y) es continua y definida positiva, tiene un minimo
positivo m en C;. Ademds, E(x,y) es continua en el origen y se anula en él,
luego podemos hallar un ntimero positivo r < R tal que 0 < E(x,y) < m si
(x,y) estd dentro de la circunferencia Cy de radio r (Ver figura 8.19).

Sea I'(z(t), y(t)) cualquier trayectoria que esté dentro de Cy para t = t,
entonces E(tg) < m y como (8.34) es semidefinida negativa, entonces 4 =
98 F + %—5 G < 0 lo cual implica que E(t) < E(ty) < m para todo t > t,
luego la trayectoria I' nunca puede alcanzar la cirdunferencia C en un ¢t > t,

lo cual implica que hay estabilidad.
Probemos la segunda parte del teorema.
Probemos que, bajo la hipétesis adicional (‘fi—’f < 0), E(t) — 0, porque al ser
E(z,y) definida positiva, implica que I' se aproxima al punto critico (0, 0).
dE

Como = < 0, entonces E(t) es decreciente y como E(t) estd acotada

inferiormente por 0, entonces E(t) tiene un limite L > 0 cuando ¢ — oo.

Supongamos que L > 0. Sea 7 < r (ver figura 8.19) tal que E(z,y) <
L para (z,y) dentro de la circunferencia C3 de radio 7, como la funcién
(8.34) es continua y definida negativa, tiene un méximo negativo —k en el
anillo limitado por las circunferencias C; y Cs. Este anillo contiene a toda
trayectoria I para t > ty, luego de la ecuacién

"dE dE
E(t) = E(t —dt — < -k
=B+ [ G v Gs
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Figura 8.19

se obtiene la desigualdad:
E(t) < E(to) — k(t —to) ¥Vt = o

Pero el lado derecho de la desigualdad tiende a —oo cuando t — oo, es decir,
th’m E(t) = —o0, pero E(z,y) > 0 (Absurdo!), luego L = 0. |
— 00

Ejemplo 4. La E.D. de una masa m sujeta a un resorte de constante k,
en un medio que ofrece un amortiguamiento de coeficiente C' es

d*x dx
bl K kr =
m— +C ) +kr=0
donde C > 0, k > 0. Analizar la estabilidad de su punto critico.
Solucién:

El sistema auténomo equivalente es:

dx dy k C
dt 4 dt m m 4
Su tnico punto critico es (0,0). La energia cinética es ngﬂ y la energia po-

tencial (o energia almacenada en el muelle) es f(f kx dx = %ka
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Luego la energia total: F(z,y) = %m@f + % kx? la cual es definida positiva,
como

a—EF—i-a—EG:kxy%—my (—Ex—gy) =0y’ <0

ox oy m m
Luego, E(z,y) es una funcién Liapunov para el sistema y por tanto (0,0) es
estable.
Se sabe que si C' > 0 el punto critico (0,0) es asintéticamente estable, pero
la funcién Liapunov no detecta este hecho.

Ejemplo 5. (Resorte no lineal). Este es un ejemplo de una masa m = 1
sujeta a un resorte no lineal, en el cual la fuerza restauradora es una funcién
de la distancia de la masa al origen, sea —f(x) una funcién no lineal que
representa la fuerza restauradora tal que f(0) =0y xf(xz) > 0si 2 # 0; no
hay friccion. La E.D. de su movimiento es

o
dt?

Analizar la estabilidad de su punto critico.

+ f(z) =0

Solucidn: el sistema auténomo equivalente es

=y
y' =—f(=)
Su tinico punto critico es (0,0). La energfa cinética es sz = 1¢? y la energfa

potencial es
F(z) :/ f(z)dx
0

y la energia total es
2
Blw.y) = Fla) + 5
Como z, f(x) tienen el mismo signo entonces F'(z) > 0y por tanto E(x,y)

es definida positiva. Ademas

E'(z,y) = F'(z)2' +yy' = f(x)y + y(—f(z)) =0

es decir, es semidefinida negativa y por el teorema el punto critico (0,0) es
estable. Igual que sucede con un resorte lineal, se puede demostrar que este
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punto critico es un centro.

Ejemplo 6. Analicemos la estabilidad del punto critico del siguiente
sistema

3
, €T

r=—xr—— —xseny,

3 y
y’z—y—y—3
3

Solucién:
(0,0) es el tnico punto crtico. Sea E(z,y) = (2% + y?), luego

23 " ! 4
E'(z,y) = x(—x—g—xseny)—i-y(—y—?) = —xQ—E—gf—g—szeny

pero |z?seny| < x? y por tanto 22 + x?seny > 0. Entonces

z Y " )
E’(x,y):—g—gf—g—( 2+atzseny)§ —E—gf—3 <0

para (x,y) # (0,0), es decir E’ es definida negativa y por el teorema anterior,
parte b., (0,0) es asintéticamente estable.

Ejemplo 7. Analizar la estabilidad del punto critico del siguiente sistema

d d
_x:_gxy; _yzxz_y?)

dt

Solucién:
(0,0) es punto critico aislado

E(z,y) = az®™ + by™"

1)) 1))
e F+ Ty G = 2max®™ ' (—2xy) + 2nby*" (2? — y*)
1)) o))
— F + — G = (—4max*™y + 2nbz*y*" ) — 2nby**+?
ox oy

Para que el paréntesis se anule, necesitamos que m =1, n=1, a = 1,
b=2,= E(x,y) = 2* + 2y* la cual es definida positiva y
oF oF

— F+—G=—4y*
ox +(9y Y
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que es semidefinida negativa, luego (0,0) es estable.

Teorema 8.5.

La funcién E(x,y) = az® + bxy + cy? es:

Definida positiva si y solo si a > 0 y b*> — 4ac < 0.

Semidefinida positiva si y solo si a > 0 y b*> — 4ac <0

Definida negativa si y solo si a < 0 y b* — 4ac < 0

Semidefinida negativa si y solo si a < 0 y b*> — 4ac <0

Demostracion. Veamos la primera parte.
Si y = 0 entonces F(z,0) =ax®*>0siz#0ya>0

Si
y;«éO:E(a:,y):gf[a(f) —l—b(f)—l—c
Y Y

y si a > 0, el polinomio cuadratico en % es positivo para todo %
& b2 —dac < 0. [ |

Ejercicio 1. Determinar si cada una de las siguientes funciones estan
definidas positivas, negativas o semidefinidas positivas o negativas o ninguna
de las anteriores.

a) % —xy —y?, b) 222 — 3wy + 3y?, ¢)—22% + 3wy — y?, d) —2® — 4wy — 5y>.
(Rta.: a) Ninguna de las anteriores, b) Definida positiva, ¢) Ninguna de las
anteriores, d) Definida negativa)

dx 2

3 3
Ejercicio 2.Dado el sistema % = zy* — %, ‘fft’ = -4 - ¥

Mostrar que (0, 0) es asintéticamente estable (Ayuda: tomar V( y) = ax’+
by?).

Ejercicio 3. Dado el sistema % = —62%y, % = —3y° 4 62°
Mostrar que (0,0) es estable.
Ejercicio 4. Dado el sistema % = —32% — y, ‘fl—?t’ =25 — 23

Mostrar que (0,0) es asintéticamente estable.
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Ejercicio 5. Dado el sistema 2 = —2z + 23%, % = —g%y? — 43

Mostrar que (0,0) es asintéticamente estable.

Ejercicio 6. Mostrar que (0,0) es un punto critico inestable del sistema
¥ = F(x,y), ¥ = G(x,y), si existe una funcién F(z,y) con las siguientes
propiedades:

a) E(x,y) es continua, con primeras derivadas parciales continuas en una
region del plano que contiene al origen.

b) E(0,0) = 0.

¢) Todo circulo centrado en el origen, contiene al menos un punto para el
cual E(x,y) es positiva.

d) (&&)F + (%—5(1) es definida positiva.

Ejercicio 7. Utilizando el ejercicio anterior mostrar que (0, 0) es inestable

para el sistema 2 = 2zy + 2%, @ = g2 4¢P

Ejercicio 8. Sea f(x) una funcién tal que f(0) = 0y zf(z) > 0 para
x # 0 (es decir, f(z) >0siz >0y f(x) <0siz<0)
a) Mostrar que E(z,y) = 3y° + [ f(2) dz esta definida positiva.
b) Mostrar que (0,0) es un punto critico estable del la E.D. ‘fo + f(x)=0
¢) Si g(z) > 0 en un circulo alrededor del origen, mostrar que (0,0) es un
punto critico estable del sistema

2
() 4 fa) =0

Ejercicio: 9. Dado el sistema 2’ = y—zf(x,y),y = —x—yf(z,y), donde
f£(0,0) =0y f(z,y) tiene un desarrollo en serie de potencias convergente en
una regiéon R alrededor del origen. Demostrar que el punto critico (0,0) es

= estable si f(z,y) > 0 en alguna regién alrededor de (0,0).

= asintéticamente estable si f(z,y) es definida positiva en alguna region
alrededor de (0,0).

= inestable si en toda regién alrededor de (0,0) hay puntos (z,y) tales
que f(z,y) <0.

Ejercicio: 10. Mediante el ejercicio anterior determinar la estabilidad de
los siguientes sistemas
a) ¥’ =y —x(y3sen’z), vy = —x — y(y*sen ’x).
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b)a' =y —a(z'+y°), y' = —z —y(a' +1°).
a) 2’ =y —x(sen’), y = —v — y(sen’y).
(Rta.: a) Inestable, b) Asintéticamente estable, c¢) Estable.)

Ejercicio: 11. Considere la ecuacion

2+ fz,2")+g(x) =0

y suponga que f y g tienen primeras derivadas continuas y f(0,0) = ¢(0) =0
y yf(xz,y) >0 cuando y # 0 y zg(x) > 0 cuando = # 0. Transforme la ante-
rior E.D. en un sistema y luego demuestre que el punto critico (0, 0) es estable.

Ejercicio: 12. Con el resultado del anterior ejercicio, demostrar la esta-
bilidad de la E.D.
1’//—}— ([B/)3 —|—1’5 =0

8.5. LINEALIZACION DE SISTEMAS NO
LINEALES

Consideremos el sistema auténomo
¥ = F(r,y), y =G(z,y), (8.35)
con un punto critico aislado en (zg, yo) (es decir F'(zo,yo) = 0y G(z0,v0) =
0). Si F(z,y) y G(x,y) se pueden desarrollar en series de potencias de u =

r— X9y v =1y — Yo, entonces utilizando un desarrollo Taylor alrededor de
(20, Y0), (8.35) adopta la forma

v = ' =F(ro+u,yo+v)
OF oF
= F(x07y0) +u%(x07y0) +Ua—y(x07y0) +O(U,U,U’U)
= ug—]; + v%—]gj + O(u, v, uv) (8.36)

donde las derivada parciales son evaluadas en (xg, o) 0 sea son niumeros y
O(u,v,uv) denota el resto de términos en u”, v", u'v?, conn >2ei+j > 2.
Similarmente

, _ 0G  0G ,
Vo= ugs + va—y + O'(u, v, uv) (8.37)
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escribiendo matricialmente lo anterior, tenemos

[u:] _ {g—i(xo,yo) %—g(xo,yo)} {u] N [O(u, v, uv)} (8.38)

v 32 (%0, 90) %—y(fﬁmyo) v O'(u, v, uv)

La matriz

J(F(x7y>7G(x7y>>($o,yo) = [86’

,69_5(9507 Yo) ?9_F($0> yo)}
3z (%0, Yo) %_y(xoa Yo)

se le llama la matriz Jacobiana del sistema (8.35) evaluada en el punto critico
(20,y0). Cuando |u|, |v| son pequetios, es decir, cuando (u,v) — (0,0) los
términos de segundo orden y de orden superior son pequenos. Despreciando
estos términos, conjeturamos que el comportamiento cualitativo de (8.36) y
(8.37) cerca al punto critico (g, yo) es similar al del sistema lineal asociado:

OF oF
! 5 (7o, v0) 6_(x07y0>:| {u:l
= |9z 8.39
L}/} {%—f(:co,yo) %(ﬂﬁoyyo) v ( )
donde
or  OF
det {g_a g_g] 40
9z 9y d (z0,y0)

observemos que si (xg,yop) es un punto critico en el sistema de coordenadas
XY entonces (0,0) es el punto critico en el nuevo sistema de coordenadas
UV, por esto los teoremas que haremos en esta seccién estan referidos al
punto critico (0,0) El proceso anterior de sustituir (8.35) por (8.39) se le
llama linealizacion de (8.35) en el punto critico (xg, yo)-

En forma general consideremos el sistema:

dx
7 — e+ by f(z,y)
o (8.40)
= = Gt £ boy + g(z,y)
donde a; = 2—5(1700,90)7 by = %—5(%0790), az = %(ﬂfojyo), by = %(1’0,3/0)
y

F(xo,y0) =0, G(z0,y0) =0,

supongamos también que

ap b

det [ . b ] 40, (8.41)
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de tal manera que el sistema lineal asociado tiene a (0,0) como punto critico
aislado y supongamos que f y g son funciones continuas con primeras derivadas
parciales continuas para todo (z,y) y que

. f(z,y)
lm = —m— = 0 8.42
(@9)—(0.0) /72 + 12 (8.42)
9(z,y)

e s00) VR y?
Estas dos ultimas condiciones implican, debido a la continuidad de f y
g, que f(0,0) =01y g(0,0) =0, es decir, (0,0) es punto critico de (8.40) . Se
puede demostrar que este punto es aislado. Con las restricciones indicadas
(0,0) se le llama punto critico simple de (8.40).
Cuando se cumplen (8.50), (8.42), (8.43), entonces decimos que el sistema
(8.40) es un sistema casi lineal (o cuasi-lineal).

0 (8.43)

Ejemplo 6. Comprobar que se cumple (8.50), (8.42) y (8.43) para el
siguiente sistema

d d
d—f=—2x+3y+xy; d—‘?i:—x+y—2xy2

aq bl -2 3
o n =[]

También, usando coordenadas polares:

Solucidn:

2
|f(z,y)] _ |7# sen 6 cos 0| <,
vVt +y? r B
Y 3 29 0
ole)  frsen0cost] _,
vVt +y? r
Cuando (z,y) — (0,0) entonces
r—0 r r—0 r

Luego (0,0) es un punto critico simple del sistema.
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Teorema 8.6 (Tipo de punto critico para sistemas no lineales).

Sea (0,0) un punto critico simple del sistema no lineal (8.40) y considere-
mos el sistema lineal asociado . Si el punto critico (0,0) del sistema lineal
asociado pertenece a alguno de los tres casos principales del teorema (8.1),
seccion (8.3) , entonces el punto critico (0,0) de (8.40) es del mismo tipo.

Ejemplo 7. Continuando con el ejemplo anterior, analicemos el tipo de
punto critico.

El sistema lineal asociado al no lineal es

dx
= 9143
7 T+ 3y
dy
PR

La ecuacién caracteristica es: m>+m+1=0

con raices my, mo = %‘@’

Como las raices son complejas conjugadas y no imaginarias puras, estamos
en el CASO C, lo cual quiere decir que (0,0) es un foco y por el Teorema
8.6 el punto critico (0,0) del sistema no lineal es también un foco.

Nota: aunque el tipo de punto critico (0,0) es el mismo para para el
sistema lineal y para el sistema no lineal , la apariencia de las trayectorias
puede ser bien diferente. La figura 8.20 muestra un punto de silla para un
sistema no lineal, en el cual se nota cierta distorsion, pero los rasgos cualita-
tivos de las dos configuraciones son los mismos.

Observacién: para los casos frontera no mencionados en el Teorema

8.6:

= Si el sistema lineal asociado tiene un nodo frontera en (0,0) (CASO
D), el sistema no lineal puede tener un nodo o un foco.

= Si el sistema lineal asociado tiene un centro en (0,0) (CASO E), en-
tonces el sistema no lineal puede tener un centro o un foco.

Ejemplo 8. Consideremos el sistema

dx
o = ~y+ar(@® +y°),

dy

i + ay(2® + )
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\/

>
S

Figura 8.20

A

donde a es un parametro. Mostrar que la linealizacion predice un centro o
un foco en el origen. Mostrar que realmente corresponde a un foco.

El sistema lineal asociado es:

dr dy
a= Y ut

Para este ultimo (el lineal): (0,0) es un centro. Pero para el sistema no lineal,
(0,0) es un foco.

Para mostrar que es un foco, cambiemos el sistema de coordenadas carte-
sianas a coordenadas polares. Sea z = rcosf, y = rsenf y r* = 2% + 1%,
luego rr’ = xa’ + yy' vy sustituyendo en esta expresién a x’, 3 se tiene que

r’ = x(—y + ax(z® + ¥*) + y(z + ay(2® + v°)) = a(z® + v°)* = ar?,

por lo tanto r’ = ar?.
Como 0 = arctan g, entonces derivando 6 con respecto a t y sustituyendo a
x', Yy, se obtiene
xy' — yx'
Gy = # =1
T

obtenemos el sistema en coordenadas polares

P =ar’, ¢ =1
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este sistema es facil de analizar, ya que r’ depende solo de r y 8’ es constante,
la solucion es la familia de espirales

1
P=——— §=t+1,
VO — 2at 0

luego si a < 0 entonces lim;_,, 7(t) = 0 0 sea que el origen es asintéticamente
estable (es un sumidero) y si a > 0 entonces lim;, . 7(t) = 0 o sea que el
origen es inestable (es una fuente), si @ = 0 entonces r = ry 0 sea que el
origen es un centro (Ver figura 8.21). Obsérvese que a = 0 es un punto de
bifurcacion.

Y
Y Y

AR |
17N V2

o a=20 .
Foco, asintoticamente b) Centro, estable ¢) Foco, inestable
estable

Figura 8.21

Nota: ;Qué sucede con los puntos criticos no simples?
Si los términos no lineales en (8.40) no determinan la disposicién de las
trayectorias cerca del origen, entonces hay que considerar los términos de se-
gundo grado, si estos tampoco, entonces se consideran los términos de tercer
grado y asi sucesivamente; el ejemplo siguiente tiene que ver con estos casos.

Ejemplo 8.
dx dy 2 2
= 20u: = y° — 8.44
dx 3 o dy 2 3
— = —2xy°; = =2 — 8.45
= w0 = 2wy =20y —y (8.45)

dz d
il x — 4dy/|zyl; d—?i = —y +dzy/|zy] (8.46)

Estos tres casos los analizaremos con el paquete Maple al final del capitu-
lo.
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Teorema 8.7 ( Estabilidad para sistemas no lineales).

Sea (0,0) un punto critico simple del sistema no lineal (8.40) y consideremos
el sistema lineal asociado .

1. Si el punto critico (0,0) del sistema lineal asociado es asintéticamente
estable, entonces el punto critico (0,0) de (8.40) también es asintética-
mente estable.

2. Si el punto critico (0,0) del sistema lineal asociado es inestable, en-
tonces el punto critico (0,0) del sistema no lineal (8.40) es inestable.

3. Si el punto critico (0,0) del sistema lineal asociado es estable, pero no
asintéticamente estable, entonces el punto critico (0,0) del sistema no
lineal (8.40) puede ser estable, asintéticamente estable o inestable .

Demostracién: consideremos el sistema no lineal

dx
o = @t byt f(z,y)
d (8.47)
d—i{ = axx + by + g(,y)
y su sistema lineal asociado
dx
7 a1x + byy
¢ (8.48)
dy +b
— =y
dt 2 2Y

de acuerdo al Teorema 8.4 se debe construir una funcién de Liapunov ade-
cuada.
Por el Teorema (8.3) los coeficientes del sistema lineal asociado satisfacen las
condiciones:

p= —(a1+b2) >0

q:a1b2 —agbl >0

Sea

E(z,y) = (aw2 + 2bxy + cyz),

N =

donde
o= &% + bg + (Glbg — agbl)

D
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b— _01&2 + blbg
N D
ai 4 b7 4 (a1by — asby)
N D

D =pq=—(a; + by)(a1by — asb)

Luego D >0y a>0
También

D?*(ac — b*) = DaDc — Db
= [a3 + b5 + (a1by — asby)][aT + b7 + (a1by — asby)] — (ayag + biby)?
= (a5 + b3)(a] + b]) + (a5 + b5 + a3 + b3)(arby — asby)
+ (a1by — aghy)? — (arag + biby)* =
= (a5 + b3 + a] + b3)(a1by — aghy) + 2(arby — ashy)* > 0

Luego, b* — ac < 0, entonces por Teorema 8.5 tenemos que E(z,y) es
definida positiva, ademas

ok oF

O (a1 + bry) + En (a2 + boy) = — (2 + ¢*),

la cual es definida negativa, luego F(z,y) es una funcién de Liapunov para
el sistema lineal asociado.

Veamos que E(x,y) es una funcién de Liapunov para (8.47) :
Definamos

F(.T,y) = a1xr + b1y+ f(xay)
G(ZL’,y) :a2$+b2y+g($ay)

Se sabe que E(z,y) es definida positiva. Veamos que

oF oF
—F + — 4
5 5, G (8.49)

es definida negativa. En efecto

oF oF oF oF
— F+——G=—(ar+bhy+ f(z,y)) + (a2 + bay + g(,y))
ox Jy ox oy
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oF

oF
=~ (a1 + bry) + M f(x,y)

OF oF
+ En (asx + bay) + En g(z,y)

= —(2" + ") + (az + by) f (2, 9) + (b + cy)g(z,y)
Pasando a coordenadas polares:

= —r? +r[(acosf + bsen ) f(x,y) + (bcosd + csen ) g(z,y))
Sea k = max{|al, |b], |c|}. Por (8.42) y (8.43):

T T
) <= ) <=
[z, 9)l < o l9(z,y)l < o
para r > 0 suficientemente pequeno.
Luego:
oF oF 4kr? r?
— F+4+—G<—r? =—-——=<0
Ox + oy T 6k 3 ’

para r pequeno. Luego E(z,y) es una funcién definida positiva y %—f F+ %—5 G
es definida negativa; luego por Teorema de Liapunov 8.4 parte b., (0,0) es
un punto critico asintéticamente estable de (8.47) . [

Nota: en el caso 2. del Teorema anterior se puede debilitar la hipotesis
con la condicion

a; b \(
det { 4y by } =0, (8.50)

y dejar las otras condiciones (8.42 y 8.43) y el resultado también se produce,
es decir, si el punto critico (0,0) del sistema lineal asociado es inestable, en-

tonces el punto critico (0,0) del sistema no lineal (8.40) es inestable.

Ejemplo 9. Consideremos el sistema

d
d—j=—2x+3y+xy
d
d—?i:—x+y—2xy2

Del sistema podemos concluir que
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Es claro que (0,0) es un punto critico simple, en este caso
p:—(a1+b2) :—(—2—|—1):1 >0

q:albg—&gbl =1>0
Luego el punto critico (0,0) es asintéticamente estable para el sistema lineal

asociado, como para el no lineal.

Ejemplo 10. La ecuacién del movimiento para las oscilaciones forzadas
de un péndulo es:

Fv  cdv g 0; ¢>0
—+——+4+Zsenz=0; ¢
dt2  mdt a ’

El sistema no lineal es:

dr
at Y
dy g o c
— = —=senxr — —
dt a m Y
La cual es puede escribir asi:
dr
a7
dy g ¢ g
— =——r— —Yy+—(T— senxw
dt a m Y ( )
Se puede ver que
, T — senzw
Iim —=0

(=.y)—=(0,0) /22 + 12

En efecto, si x # 0:

|r — senz| |r— senz] sen
< = ‘1 -
Va2 +y? ||

Como (0,0) es un punto critico aislado del sistema lineal asociado

‘—>O

T

dx_

E_y
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entonces (0,0) es un punto critico simple del no lineal, ademés

p:—(a1+bg):—<0—%>:%>0

q=a1bg—agblzo<—£>_1<_g>:§>0

m a

Luego (0,0) es un punto critico asintéticamente estable del sistema lineal
asociado y por el Teorema 8.7 también lo es del sistema no lineal. Esto refle-
ja el hecho fisico: que si un péndulo se perturba ligeramente el movimiento
resultante se extinguira con el tiempo.

Ejemplo 11. Hallar los puntos criticos, determinar de que tipo son y su
estabilidad, para el siguiente sistema

1t = —2zy = F(z,y)
Y =—z+y+ay—y =G(z,y)

La matriz Jacobiana es

%—g(%y) [ -2y —2x
%—yw,y) —1+y 1+z—3y?

—~

Para hallar los puntos criticos resolvemos el sistema

0=—2zy = F(x,y)
0=-z+y+ay—y’ =G(z,y)

luego zy = 0, sustituimos en la segunda ecuaciéon ynosday =0,y =1, y =
—1, por tanto los puntos criticos son (0,0), (0,1), (0, —1). Analicemos cada
punto por separado
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Figura 8.22

1. Para (0,0) tenemos que la matriz Jacobiana en (0,0) es

£ 2ool-[abl-[0 ]

y su determinante es cero. Por lo tanto el punto critico (0,0) no es un
punto critico simple y por esto no lo podemos clasificar.
Como la ecuacion caracteristica es

A —)\=0,

entonces los valores propios son \y = 0 y Ay = 1, por lo tanto el
sistema lineal asociado es inestable y por la nota que se hizo al teorema
8.7, el sistema no lineal también es inestable en (0,0). De la figura
8.22, vemos que (0,0) es una fuente, o sea que es un punto inestable
(asintéticamente inestable).

2. Para (0, 1) tenemos que la matriz Jacobiana en (0, 1) es

2_5(071) ?9_F(O>1) ! by . -2 0
95(0,1) %(0,1)} - {ag bJ N {0 —2}
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y su determinante es diferente de cero.
Haciendo u =z —2xg=2x—-0=2xy v =y —yo =y — 1. El sistema
lineal asociado es
{u/] B {g—i(fﬂojyo) %—g(l’o,yo)] {u] B [—2 0] [u} (8.51)
v’ %(ﬂﬁoj Yo) %_y(xmyo) v 0 =2] v '
v = au+bv=—2u
v = agu + byv = —2v
cuyo punto critico en el sistema uv es (0,0) y en el sistema xy es (0, 1).
Los valores propios del sistema lineal asociado son Ay = A\ = =2 < 0
y por el Teorema 8.1 caso D. el punto critico es un nodo estrella y por
Teorema 8.2 es asintéticamente estable para el sistema lineal asociado;
entonces para el sistema no lineal, por la observacion al Teorema 8.6
referente a los casos frontera y por el Teorema 8.7, (0,1) es un nodo o
un foco asintoticamente estable.
3. Para (0,—1) tenemos que la matriz Jacobiana en (0, —1) es

Boh B b [

82(0,-1) 2(0,-1) as by -2 =2

y su determinante es diferente de cero.
Haciendou =z —zy=2—-0=axyv=y—y=y—(—1)=y+ 1. El
sistema lineal asociado es

o) [ Bl -2 [ e

v = au+bv=2u

v = asu + byv = —2u — 20

cuyo punto critico en el sistema uv es (0,0) y en el sistema zy es (0, —1).
Los valores propios del sistema lineal asociado son \y =2, Ay = =2y
por el Teorema 8.1 caso B. el punto critico es un punto de silla y por
Teorema 8.2 es inestable para el sistema lineal asociado; entonces para
el sistema no lineal, por el Teorema 8.6 y por el Teorema 8.7, (0, —1)
es un punto de silla inestable.
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Ejemplo 12.(Dos especies en competencia). Supongamos que dos especies
liebres y ovejas compiten por el mismo tipo de alimento (grama) y esta can-
tidad de alimento es limitada, ignorando otros factores como depredadores,
factores climéticos, otras fuentes de alimento. Las E.D. que modelan este
fenémeno son las ecuaciones de Lotka-Volterra

¥=z3—-12—-2y) = F(z,y)

Y =y2—-2—y)=G(z,y)

donde z(t) = la poblacién de liebres y y(t) = la poblacién de ovejas. Hallar
los puntos criticos, definir qué tipo de puntos criticos son y su estabilidad.

Solucién: Los puntos criticos son: A(0,0), B(0,2), C(3,0), D(1,1).

El Jacobiano es

0 o)
J— 6—5 B—F _ (322 -2y —2y
oG 9 —y 2_1._23/

3
0
3, Ay = 2, luego (0,0) es un nodo inestable, es decir, las trayectorias

1. Para el punto A(0,0), J = g} y sus valores propios son A; =

salen tangencialmente del origen paralelas al vector propio v = [ﬂ

asociado al valor propio Ay = 2

—2
—1, Ay = —2, luego B(0,2) es un nodo asintéticamente estable, las

2. Para el punto B(0,2), J = {_1 _02} y sus valores propios son \; =

. » . ., R 1
trayectorias entran al punto critico en la direccion del vector v = {_ 2}

asociado al valor propio Ay = —1.
3 —6 .
g _1|Ysus valores propios son A\; =

-3, \a = —1, luego C(3,0) es un nodo asintéticamente estable, las

3. Para el punto C(3,0), J = {_

. ” o S 3
trayectorias entran al punto critico en la direccion del vector v = {_1}

asociado al valor propio \; = —1.
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Figura 8.23
-1 =2 .
4. Para el punto D(1,1), J = 1 _q| ¥ valores propios son A\ 5 =
—1 =42, luego D(1,1) es un punto de silla y como p = —(a; + by) =
—(=1—-1)=2ydetA = [:1 :ﬂ = —1 < 0 entonces D(1,1) es

inestable.

El retrato de fase mostrado en la figura 8.23 tiene la siguiente interpretacion
bioldgica: una de las dos especies inevitablemente se extingue, por ejemplo,
por debajo de la curva [ las trayectorias tienden al punto critico C(3,0) lo
cual quiere decir que las ovejas se extinguen; cuando las trayectorias estan
por encima de la curva [ las trayectorias tienden al punto critico B(0,2) lo
cual quiere decir que se extinguen las liebres.

Ejemplo 13.(Dos especies: un depredador y una presa). Sea z(t) el
nimero de presas (por ejemplo liebres) y y(¢) el nimero de depredadores
(por ejemplo lobos). A principios del siglo XX el matemético italiano Vito
Volterra modelo este problema, haciendo las siguientes consideraciones:

= En ausencia de depredadores, la poblacién de presas crece a la tasa
natural fl—f =ax, con a > 0.
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= En ausencia de presas, la poblacion depredadora decrece a la tasa na-

tural % = —cx, con ¢ > 0.

= Cuando las presas y los depredadores cohabitan el mismo lugar, las
tasas naturales de crecimiento y decrecimiento de presas y depredadores
respectivamente son proporcionales al nimero de encuentros de ambos,
es decir, son proporcionales a zy. En consecuencia, el efecto de que los
depredadores devoren presas, produce una tasa decreciente de interac-
cién —bzy (b constante positiva) con respecto a la poblacién de presas
xr y una tasa creciente dry (d constante positiva) con respecto a la
poblacién de depredadores.

En consecuencia, sumando las tasas naturales y las tasas de interaccion,
tenemos las ecuaciones para una especie depredadora y una especie presa:

d

d—f = ax — bry = x(a — by)

d

d_gi = —cy + dey = y(—c + dx)

haciendo la consideracion adicional de que en ausencia de depredadores el
crecimiento de las presas es logistico, es decir, es directamente proporcional
a su poblacién como también a la diferencia con su poblacién maxima y
tomandoa =1,b=1,c=1, d =1, tenemos el siguiente sistema de E.D. de
Lotka-Volterra

d
d—f:x—xy%—ex(l—x)
dy

at - YT

Analizar la estabilidad de la E.D. variando el parametro € para ¢ > 0.
Sus puntos criticos son (0,0), (1, 1)
El Jacobiano es

OF OF
l-y+e(l—-2z) —x

J(F(z,y), Gz, :%8}:{ Y

(F(z,y), G(x,y)) {gﬁ %% y 14z

Para € = 0 tenemos (ver Figura 8.24):

1 0
0 -1
A1 =1, Ay = —1, luego (0,0) es un punto de silla inestable.

1. Para el punto critico (0,0), J = y sus valores propios son
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N

[N
¢C)||||LF||||'_|‘||||LF||||I\|)||||(-F||

<

PR

e

1 2 3 4

Figura 8.24 Sistema depredador-presa, ¢ = 0

2. Para el punto critico (1,1), J = [(1) _01} y sus valores propios son
A1 =i, Ay = —i, luego (1, 1) es un centro estable, las trayectorias giran
alrededor del punto critico.

Para 0 < € < 2 tenemos (ver Figura 8.25):
1+e¢ 0

1. Para el punto (0,0), J = _q| ysus valores propios son \; =

0
€+1>0, Ay = —1, luego (0,0) es un punto de silla inestable.

2. Para el punto (1,1), J = {_16 _01

_ 4—e2 4 , .
% (o sea que ambas raices son negativas), luego (1,1) es un
foco asintoticamente estable.

} y sus valores propios son ;s =

Para € = 2 tenemos (ver Figura 8.26))

3
0
—1, Ay = 3, luego (0,0) es un punto de silla inestable.

1. Para el punto (0,0), J = _01} y sus valores propios son \; =

-2
1
luego (1, 1) es un nodo o un foco asintéticamente estable.

2. Parael punto (1,1), J = _01} y sus valores propios son A\; o = —1,
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2, 5]
2 /\
1, 5
y ]
] @
_ 2,
0, 5]
© T
? 1 2 3 4

Figura 8.25 Sistema depredador-presa, 0 < € < 2

Figura 8.26 Sistema depredador-presa, € = 2

Para € > 2 tenemos (ver Figura 8.27):
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Figura 8.27 Sistema depredador-presa, € > 2

14+€¢ O
0 —1
e+ 1, Ay = —1, luego (0,0) es un punto de silla inestable.

1. Para el punto (0,0), J = [ } y sus valores propios son \; =

2. Para el punto (1,1), J = [_6 _1} y sus valores propios son A; s =

1 0

—etve 562_4 < 0, luego (1,1) es un nodo asintéticamente estable.

Obsérvese que para € = 0 las soluciones son estructuralmente (son es-
tables y periédicas) distintas de las soluciones para € > 0 (asintéticamente
estables y no periddicas), por este cambio estructural en las soluciones, de-
cimos que en € = 0 se produce una bifurcacion.

En los siguientes ejercicios, bosqueje las trayectorias tipicas e indique
la direccién del movimiento cuando ¢t aumenta e identifique el punto critico
como un nodo, un punto de silla, un centro o un punto espiral y la estabilidad.

Ejercicio 1. & =z —y, % =2 —y
(Rta: el origen es un punto silla inestable. El punto (1,1) es un centro o un
punto espiral, pero su estabilidad no es determinada por el teorema de esta
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seccién, utilizar el criterio de Liapunov.)

Ejercicio 2. 2 =y — 1, % =22 —y
(Rta: hay un punto silla inestable en (1,1) y un punto espiral asintética-
mente estable en (—1,1).)
. . . d d
Ejercicio 3. £ =y* -1, ZL=2a°—y
(Rta: hay un punto silla inestable en (1,1) y un punto espiral asintética-
mente estable en (—1,—1).)
. s . do dy __
Ejercicio: 4. & =ay -2, S =1-2y
(Rta: hay un punto silla inestable en (2,1) y un punto espiral asintética-
mente estable en (—2,—1).)

Ejercicio: 5. fli—f = —x + 23, % = —2y
(Rta: (0,0) es un nodo asintéticamente estable, (£1,0) son puntos de silla
inestables.)

Ejercicio: 6. ‘fi—f = ® — 4z, % =y’ —y—3z

(Rta: (0,0) es un nodo asintéticamente estable, (—2, —2),(2,2) son puntos
de silla inestables.)

Ejercicio: 7.
a). Convertir la ecuacién
" / 2 2
' +ar' 4+ bxr +x° =0, a,b>0, a°<4b
en un sistema.

b). Mostrar que el origen es un foco asintéticamente estable y el punto
(—b,0) es un punto de silla.

c¢). Bosquejar las trayectorias alrededor de los dos puntos criticos.

Ejercicio: 8. Considere el siguiente caso particular de las ecuaciones de
Lotka-Volterra
¥ =x(—1-2zr+y)

y' =y(-1+ Tz —2y)

donde z,y > 0 y representan la cantidad de organismos en una poblacion.
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a). Mostrar que tiene cuatro puntos criticos y hacer una interpretacion
bioldgica de estos puntos, en el sentido de existencia, sobrevivencia o
extincion de las dos especies de organismos.

b). Mostrar que si ambas poblaciones son inicialmente pequenas, entonces
ambas poblaciones se extinguiran.

¢). Mostrar que un punto critico con significado biolégico es un punto
de silla, el cual indica que poblaciones mayores pueden sobrevivir sin
amenaza de extincion.

Ejercicio: 9. (En este ejemplo vemos que los términos no lineales trasforman
un nodo estrella en una espiral) Consideremos el sistema

r'=—r, 0= _—
Inr

a. Encontrar r y 6 explicitamente, con la condicién incial (rg, 6p)

b. Mostrar que r(t) — 0y 6(t) — oo cuando ¢ — oco. Esto muestra que el
origen es un foco asintéticamente estable del sistema no lineal dado.

c. Escriba la E.D. en el sistema de coordenadas z, y.

d. Muestre que el sistema lineal asociado cerca al origen es:

Esto muestra que el origen es un nodo estrella.
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8.6. CICLOS LIMITES: TEOREMA DE
POINCARE-BENDIXSON

Consideremos el sistema auténomo no lineal

dx d

— = Fy: = = Gloy) (8.53)
donde F', GG asi como sus primeras derivadas parciales son continuas en el
plano de fase.

Estamos interesados en propiedades globales, es decir, el comportamiento de
las trayectorias en grandes regiones del plano de fase. El problema central de
una teoria global es determinar si el sistema anterior tiene o no trayectorias
cerradas.

Una trayectoria I'(z(t), y(t)) de (8.53) se llama periddica si ninguna de estas
dos funciones es constante, estan definidas para todo t y existe un ntimero
T >0 tal que z(t +7T) = z(t) y y(t +T) = y(t) para todo t. El T mas
pequeno con esta propiedad se conoce como periodo de la solucién. Es claro
que cada solucién periddica define una trayectoria cerrada en el plano de
fase, que es recorrida en forma completa (en sentido horario o anti-horario)
cuando ¢ crece de ty a to + T, para todo ty. Reciprocamente, si I'(x(t), y(t))
es una trayectoria cerrada, entonces z(t), y(t) son periédicas.

Se sabe que un sistema lineal tiene trayectorias cerradas si y solo si las raices
de la ecuacién auxiliar son imaginarias puras (ver seccién 8.3). Asi, para un
sistema lineal todas las trayectorias son cerradas o ninguna lo es. En los
sistemas no lineales puede existir al menos una trayectoria cerrada que sea
aislada, es decir cualquier trayectoria vecina a ella no es cerrada (son trayec-
torias espirales que salen o entran a esta trayectoria cerrada) esta trayectoria
cerrada aislada la llamaremos ciclo limite.. Cuando las trayectorias espirales
se acercan al ciclo limite tanto por dentro como por fuera, entonces decimos
que el ciclo limite es estable; si las trayectorias espirales se alejan del ciclo
limite, decimos que el ciclo limite es inestable; cuando las trayectorias espi-
rales que estan por fuera se acercan (o se alejan) y las que estan por dentro
se alejan (o se acercan), entonces decimos que el ciclo limite es seudo-estable
(Ver figura 8.28). También puede suceder que una misma E.D. tenga varios
ciclos limites aislados unos de otros.
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Ciclo Limite estable Ciclo Limite inestable Ciclo Limite seudoestable

Figura 8.28

Ejemplo 11. Consideremos el sistema

dx

E = -y + ZL’(l — ZL’2 — y2> (854)
dy
- = T+ y(1 — 2 —y?) (8.55)

Sabemos que en coordenadas polares: ©x = rcosf, y =rsenb,
como 22 +y* =%y § = tan~"' (¥), derivando:

de | dy _ droody o de ,do
Y VT " Y YT W

Multiplicando (8.54) por x y (8.55) por y y sumamos:

dr

T = r?(1 —7r?) (8.56)

Si multiplicamos (8.55) por z y (8.54) por y y restamos:

do
2 2
— = 8.57
P =T (8.57)
El sistema (8.56) y (8.57) tiene un punto critico en r = 0; como estamos

interesados en hallar las trayectorias, podemos suponer r > 0, luego:

d
d_:; =r(1—1?)
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de
|
dt
Resolviéndolas por separado, se obtiene la solucién general
1
r = —F/— 0=t+ to

V14 Ce 2’

Luego la solucion general de (8.54) y (8.55) es :

cos(t +to) sen (t + o)

Vit T Tt cex

Interpretacion geométrica:

SiC=0=r=1, 0 =t+t, que es la trayectoria circular > + y> = 1 en
sentido anti-horario.

SiC <0=r>1yr—1cuando t — oo.
YsiC>0=r<1lyr—1cuandot— oo.

Figura 8.28 Ciclo Limite

Es decir, existe una trayectoria cerrada r = 1 a la que todas las trayecto-
rias tienden en forma de espiral por dentro o por fuera cuando ¢ — oo (ver
grafica 8.28 ), este ciclo limite es estable, porqué?.

Los siguientes criterios garantizan la no existencia de ciclos limites, también
los llaman criterios negativos de existencia de trayectorias cerradas.

Definicién 8.7. Si un sistema puede ser escrito como 7’ = —VV () para
alguna funcién V(?), real valuada y continuamente diferenciable. Al sistema
se le llama sistema gradiente con funcién potencial V(7'), donde 7 (t) € R™.
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Teorema 8.8.
Los sistemas gradientes no tienen ciclos limites .

Demostracion. Supongamos que tiene un ciclo limite. Consideremos los
cambios en V' en un giro, como 7(15 +7) = 7(15), donde T es el periodo,
entonces AV(Z) = V(Z(t+T)) — V(Z(t)) = 0. Por otro lado

T qv T T T

AV = / W g — / (VV-T) dt = / (—2"7) dt = —/ 1272 dt < 0
o dt 0 0 0

ya que @' = 0 corresponde a un punto critico y un punto critico no es una

trayectoria cerrada. Esta contradiccion nos obliga a afirmar que no hay ciclos

limites. |

Ejemplo. Mostrar que el siguiente sistema no tiene ciclos limites:

¥ = seny, vy =wcosy

— ov. __ ov. _
S.ea V(z,y) = —x sen y entonces —F- = 'y —5- =Yy, por lo tanto el
sistema es conservativo y segun el teorema no hay ciclos limites para éste

sistema en todo R2.

Se puede utilizar las funciones de Liapunov para demostrar que un sistema
no tiene ciclos limites, hagamoéslo con un ejemplo. Consideremos la ecuacién
diferencial del oscilador amortiguado no lineal

2"+ (2P + =0

y supongamos que tiene un ciclo limite o sea que tiene una solucién xz(t)
periddica, con periodo Ty consideremos su funcién de energia

Vieo) = 30+ (@)P)

Después de un ciclo z y 2’ retornan a sus valores iniciales y por lo tanto,
para todo el ciclo AV = 0.
Por otro lado, AV = fOT V' dt y como

V/ _ :U/(x—i—a:") _ x/(_x/S) — —([B/)4 S 0

entonces AV = — fOT(x/)4 dt < 0, el igual se produce cuando ' = 0 o sea
cuando x es un punto critico, lo cual contradice que z(t) es un ciclo limite,
por lo tanto AV < 0 y esto es absurdo, ya que AV = 0, luego no hay ciclos
limites.
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Teorema 8.9.

Una trayectoria cerrada del sistema (8.53) rodea necesariamente al menos
un punto critico de este sistema.

Es decir, un sistema sin puntos criticos en cierta region no puede tener
en ella, trayectorias cerradas.

Un tercer criterio para descartar ciclos limites, esta basado en el Teorema
de Green y se le llama criterio de Dulac.

Teorema 8.10 (Criterio de Dulac).

Sea 7 = ?(7) un campo vectorial, continuamente diferenciable en una
region R simplemente conexa del plano. Si existe una funcién continua-
mente diferenciable y real valuada g(7') definida en R tal que V- (g(2) ")
mantiene el mismo signo en R, entonces no hay ciclos limites dentro de la
region R del plano .

Demostracion. Supongamos que existe una érbita cerrada I' contenida en
la regién R. Sea A la regién interior a I'. Por el teorema de Green se tiene

| [ v w@Fraa=dou@i

donde 7 es el vector normal a I’ en direccién hacia el exterior de A y ds
es el elemento de longitud de arco a lo largo de I', la doble integral del lado
izquierdo debe ser distinta de cero, ya que por hipotesis, V - (9(7)?)) tiene
el mismo signo en R. La integral de linea, en el lado derecho es igual a cero,

- ?/ e 7/ —
ya que n = W = 0 (el vector tangente y el vector normal 7

son ortogonales). Esta contradiccién implica que no hay orbitas cerradas en
R. |

Algunas funciones g(z,y) que ayudan son 1, a:%yb’ er e,
Ejemplo. Dado el sistema 2/ = 2(2 — z — y), ¥ = y(4x — 2? — 3), mostrar
que no tiene ciclos limites en el primer cuadrante: x > 0, y > 0.
Solucién. Tomando g(z,y) = w—ly, calculemos V - (g(7)7”)

V@@ =v L[l o D[] =L <o

en el primer cuadrante.
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Ejemplo. Dado el sistema 2’ =y, ¢y = —x — y + 2% + 2%, mostrar que no
tiene ciclos limites.
Solucién. Tomando g(z,y) = e, calculemos V - (g(Z)Z")

@@ =v- L[l o Dl ] =<

en el primer cuadrante.
En particular, cuando g(z,y) = 1 se obtiene el siguiente corolario, debido a
Bendixson.

Corolario 8.1.
. 6F 6G . o . . . .,
Si g+ 3y €s siempre positiva o siempre negativa en una region del plano de

fase, entonces el sistema (8.53) no tiene trayectorias cerradas en esa region.

Demostracién: como

T = (), (1) = F(T) = (Fz,3), Glz,y)),

tomemos g(7’) = 1, entonces

V(@@ T) =V T =V F(T) =V (Fr.y),Gl,y)) =

0- 0 - oF 0G

[
A continuacién enunciaremos un teorema que da las condiciones sufi-
cientes para la existencia de trayectorias cerradas de (8.53); es el llamado

teorema de Poincaré-Bendixson, ver su demostracion en el texto Ecua-
ciones Diferenciales, sistemas dinamicos y algebra lineal de Hirsch and Smale.

Teorema 8.11 ( Teorema de Poincaré-Bendixson).

Sea R una region acotada en el plano de fase con su frontera y supongamos
que R no contiene puntos criticos del sistema (8.53).

Si I'(z(t),y(t)) es una trayectoria de (8.53) que esta en R para un cierto t
y permanece en R para todot > ty, entonces I' o es una trayectoria cerrada
o tiende en forma espiral hacia una trayectoria cerrada cuando t — 0.
Asi pues, en cualquier caso, el sistema (8.53) tiene en R una trayectoria
cerrada.
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Figura 8.29

En la figura 8.29, R es la region formada por las dos curvas de trazo dis-
continuo junto con la regién anular entre ellas.
Supongamos que el vector V(z,y) = F(x,y)i + G(z,y)] apunta hacia R en
todo punto del contorno, entonces toda trayectoria I' que pase por un punto
del contorno (en t = ty), debe entrar a R y no podra salir de R y bajo estas
consideraciones el Teorema de Poincaré-Bendixson asegura que I" ha de ten-
der en espiral hacia una trayectoria cerrada I'y.

El sistema (8.54) y (8.55) tiene a (0,0) como punto critico y la regién R
limitada por los circulos r = % y r = 2 no contiene puntos criticos.
Se vié que % = r(1 — r?) para r > 0.
Luego % > () sobre el circulo interior y % < 0 sobre el circulo exterior, asi que
1% apunta hacia R en todos los puntos de frontera. Luego toda trayectoria
que pase por un punto de frontera entrara en R y permanecera en R parat —
0. Por el Teorema de Poincaré-Bendixson, R contiene una trayectoria

cerrada I'g que por otro razonamiento era el circulo r = 1.
En 1928 el fisico Francés Alfred Liénard estudié la E.D.

Az dx

e+ 1@) S+ g() =0 (8.58)

la cual generalizaba la E.D. de Van der Pol

x 9 dz
— +ulz*—=1)—4+2x=0
u( ) 7
de la teoria de los tubos de vacio. El criterio sirve para determina la existencia
de un tnico ciclo limite para la Ecuacion de Liénard
Haciendo ' = y obtenemos el siguiente sistema equivalente, llamado
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sistema de Liénard,

Cfl—f =y (8.59)
YV = o)~ f@)y (5.60)

Una trayectoria cerrada de (8.58), equivale a una solucién periédica de (8.59)
y (8.60). La demostracién del teorema de Liénard la haremos en el Apéndice
D.

Teorema 8.12 ( Teorema de Liénard).

Sean f(x) y g(z) dos funciones tales que:
i. Ambas son continuas asi como sus derivadas en todo x.
ii. g(x) es impar y tal que g(x) > 0 para x >0y f(x) es par.

ii. F(z) = [ f(x)dz, (la cual es impar), tiene exactamente un cero
positivo en x = a; es negativa para 0 < x < a; es positiva y no
decreciente para © > a y F(x) — oo cuando x — oo,

entonces la ecuacion (8.58) tiene una inica trayectoria cerrada que rodea
al origen en el plano de fase y a ella tienden en forma de espiral todas las
demas trayectorias cuando t — oo.

Desde el punto de vista fisico (8.58) representa la ecuacién del movimiento

de una masa unidad sujeta a un muelle y sometida a una fuerza restauradora
—g(z) y una fuerza de amortiguamiento — f(z) .
La hipétesis sobre g(x) tiende a disminuir la magnitud del desplazamiento.
La hipétesis sobre f(x) que es negativa para pequenos |x| y positiva para
grandes |x|, significa que el movimiento se intensifica para pequeiios |z| y
se retarda para grandes |z|, tendiendo por tanto a permanecer en oscilacién
estacionaria. Sila f(x) es de esta forma, se dice que el sistema fisico absorbe
energfa cuando |z| es pequeno y la disipa cuando |z| es grande.

Ejemplo 12. Ecuaciéon de Van der Pol, la cual aparece en la teoria de

valvulas de vacio. ,
d°x 9 dx

— —1)— =0

e + pu(x ) o +x
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donde p > 0,
fl@) =p(=®=1), glz)==2

Para esta f y g se satisface i. y ii.
Para iii.

su dnico cero positivo es x = v/3.

F(x) <0 para 0 < z < /3.

F(z) > 0 para z > /3.

F(z) — oo cuando z — oo.

Como F'(z) = p(z®> — 1) > 0 para z > 1 = F(z) es no decreciente para
x > /3. Luego se cumplen las hipétesis del Teorema de Liénard y por lo
tanto tiene una tnica trayectoria cerrada (ciclo limite), a la que tienden en
forma de espiral (asintéticamente) todas las demds trayectorias (soluciones
no triviales).

Figura 8.30 Ciclo Limite para la E. de Van Der Pol, u =1
Ejercicio 1. Considere el sistema
v =1 —y— x(x® + 5y%), v =x+y—y@®+y?)
a. Clasificar el punto critico en el origen.
b. Escriba el sistema en coordenadas polares, usando

xy — ya’

rr' =xx +yy vy 0 = 5
r
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c. Determinar la circunferencia de radio maximo ry, centrado en el origen,

tal que todas las trayectorias tengan su componente radial dirijida hacia
el exterior de la circunferencia.

Determinar la circunferencia de radio minimo 3, centrado en el origen,
tal que todas las trayectorias tengan su componente radial dirijida hacia
el interior de la circunferencia.

Probar que el sistema tiene un ciclo limite estable en la region r; <
r < ro.

Ejercicio 2. Considere el sistema

v’ =dx + 4y — 2(2® +y7), y = —da + 4y —y(2* + y?)

a. Escriba el sistema en coordenadas polares.

b. Aplicar el teorema de Poincaré-Bendixson para demostrar que existe

una trayectoria cerrada entre las circunferencias r = 1y r = 3 y deter-
minar si este ciclo limite es estable inestable o seudoestable.

Hallar la solucién general no constante x(t),y(t) del sistema original y
usarla para hallar una solucién periddica correspondiente a la trayec-
toria cerrada cuya existencia se mostré en b).

. Dibujar la trayectoria cerrada y al menos dos trayectorias mas en el

plano de fase.

Ejercicio 3. Mostrar que el sistema

2 =3z —y— 2@y =g — 3y — yel@ V)

tiene un ciclo limite, determinar el tipo de estabilidad de de este ciclo limite.

Ejercicio 4. Mostrar que el sistema

d=r—y—a® Y =r+y-—y°

tiene un ciclo limite, determinar el tipo de estabilidad de de este ciclo limite.

Ejercicio 5. Mostrar que el siguiente sistema tiene al menos un ciclo

limite

o= —r—y+a@@+2°), ¥=v-y+y@®+2°
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Ejercicio 6. Considere la ecuacién del oscilador x” + F(z, 2" )z’ +x = 0,
donde F(z,2') <0sir <ay F(z,z') > 0sir >b, donde r* = 2 + (/)%
a) De una interpretacién fisica sobre el supuesto sobre F.

b) Mostrar que hay al menos un ciclo limite en la regién a < r < b.

Ejercicio 7. Construyendo una funcién de Liapunov, mostrar que el sis-
tema 2’ = —x + 4y, y = —z — 3y> no tiene ciclos limites. (Ayuda: utilice

V(x,y) = 2% + ay® y escoja un a apropiado.)
Ejercicio 8. Utilizando el criterio de Dulac, mostrar que el sistema
d=x2-z—y), ¥ =ylz—21"-3)

no tiene érbitas cerradas para todo = > 0y y > 0. (Ayuda: utilice g(z,y) =

1
)
Ejercicio 9. Utilizando el criterio de Dulac, mostrar que el sistema

/

o=y, Y = —y+a’ty

no tiene drbitas cerradas en todo el plano. (Ayuda: utilice g(z,y) = e 2*).

Ejercicio 10. Usando los teoremas de esta seccion, determinar si las si-
guientes ecuaciones tinene ciclos limites:
a) g + (50" = 92%)  +2° = 0,b) GF —(2° +1) F 42" = 0,
c) ‘272’”—(‘2—?)2—(1%—952) =0, d) ‘272“3 ‘fl—f+(‘fl—f)5—3x320,
e) Lo 4 gbde _p2de 44—
(Rta.: a) Tiene un ciclo limite (Teorema de Liénard), b) No tiene ciclo limite
(Corolario 8.1), ¢) No tiene ciclo limite (Teorema 8.9), d) No tiene ciclo limite

(Corolario 8.1), e) Tiene un ciclo limite (Teorema de Liénard) )

Ejercicio 11. Mostrar que cualquier ecuacién de la forma

d*x dx
a— +b(z* —1)—+4+cx =0, (a,b,c positivos
bt 1) S+ (b, positivos)
puede ser transformada en la ecuacién de Van der Pol por un cambio en la
variable independiente.




350 CAPITULO 8. INTROD. A LA TEORIA DE ESTABIL.

Ejercicio 12. Si F satisface las hipotesis del teorema de Liénard. Mostrar
que

4+ F(Z)Y+2=0

tiene un tnico ciclo limite estable. (Ayuda: haga © = 2’ y = —=z.)

8.7. ANEXO CON EL PAQUETE Maple

Los siguientes ejercicios son para E.D. no linealizables, utilizamos el pa-
quete Maple para inferir mediante el retrato de fase los resultados.

Ejemplo 13. Mostrar que la siguiente E.D. no es linealizable en el punto
critico (0,0), graficar el campo de direcciones,

dx _

aw -

dy 9 2
a YT

y las soluciones que pasan por los puntos:
(1,-1), (-1,1), (0,5,1), (—0,5,1), (—0,4,1), (0,4,1)
Solucion:

>DEplotwith:C:=[D(x) (t)=2*x(t)*y(t),D(y) (t)=y(t)"2-x(t)"2]; C :
[DG) (£) = 2kx(£)*y (L), D(y)(t) = y(t)"2-x(¢)"2]

C = [D(2)(t) = 22(t)y(t), D(y)(t) = y(t)* — x(t)°]

>with(DEtools) :phaseportrait(C, [x(t),y(t)],t=-20..20,
[[x(0)=1,y(0)=-1], [x(0)=-1,y(0)=1], [x(0)=0.5,y(0)=1],
[x(0)=-0.5,y(0)=1], [x(0)=-0.4,y(0)=1], [x(0)=0.4,y(0)=1]11,
x=-3..3,y=-3..3,stepsize=.01,arrows=medium,
linecolor=black,thickness=2,color=black) ;
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Figura 8.31

como vemos del retrato de fase el punto critico (0,0) es inestable y no clasi-
ficable.

Ejemplo 14. Mostrar que la siguiente E.D. no es linealizable en el punto
critico (0,0), graficar el campo de direcciones,

d

d—f = 23— 2xy2
dy 2 3
-7 — 9 _
i ry—y

y las soluciones que pasan por los puntos:
(17 1)7 (17 _1)7 (_17 1)7 (_17 _1>7 (27 1)7 (27 _1)7 (_27 1)7 (_27 _1)

Solucidn:
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Figura 8.32

>with(DEtools) :C:=[D(x) (t)=x(t) "3-2*xx(t) *y(t) "2,
D(y) (t)=2*x(t) "2xy(t)-y(t)~3];

>with (DEtools) :phaseportrait(C, [x(t),y(t)],t=-20..20, [[x(0)=1,y(0)=1],
[x(0)=1,y(0)=-1], [x(0)=-1,y(0)=1], [x(0)=-1,y(0)=-1], [x(0)=2,y(0)=1],
[x(0)=2,y(0)=-1], [x(0)=-2,y(0)=1], [x(0)=-2,y(0)=-1]] ,x=-3..3,y=-3. .3,
stepsize=.01,arrows=medium,linecolor=black,thickness=2,color=black);

como vemos del retrato de fase el punto critico (0,0) es inestable y no
clasificable.

Ejemplo 15. Mostrar que la siguiente E.D. no es linealizable en el punto

critico (0,0), pero si es linealizable en los puntos criticos (i, i) y (—i, —i)
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y mostrar que estos puntos criticos corresponden a centros y son estables,
graficar el campo de direcciones,

dx

E = x—4yv\$y|
dy
o = ~ytdzviayl

y las soluciones que pasan por los puntos:
(0,2,0,2), (0,4,04), (-0,4,-0,4), (-0,2,-0,2), (—0,1,0,1), (0,1,-0,1),
(0,2,0,01), (-0,2,-0,01), (0,2,—-0,2), (—0,2,0,2).

Solucién:

O SN NN
P L AL L ad' N

P L dd
LA
VAL addd
IS LA P
LA L S Y

NS~ A A M AARAR AP

Figura 8.33

>with(DEtools) :C:=[D(x) (t)=x(t)-4*y(t)*sqrt(abs(x(t)*y(t))),
D(y) (£)=-y(t)+4*x(t)*sqrt (abs(x(t)*y(t)))];

C = [D(2)(t) = x(t) =4y () ]z([)y ()], D(y)(t) = —y(t) +4x(t) v/ ]z @)y (?)]]

>with(DEtools) :phaseportrait (C, [x(t),y(t)],t=-20..20,
[[x(0)=0.2,y(0)=0.2], [x(0)=0.4,y(0)=0.4],
[x(0)=-0.4,y(0)=-0.4], [x(0)=-0.2,y(0)=-0.2],
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[x(0)=-0.1,y(0)=0.1], [x(0)=0.1,y(0)=-0.1],
[x(0)=0.2,y(0)=0.01], [x(0)=-0.2,y(0)=-0.01],
[x(0)=0.2,y(0)=-0.2], [x(0)=-0.2,y(0)=0.2]1],
x=-0.8..0.8,y=-0.9..0.9,stepsize=.01,arrows=medium,
linecolor=black,thickness=1,color=black) ;

como vemos del retrato de fase el punto critico (0,0) es inestable y es un

punto de silla, los puntos criticos (3, 1) ¥ (—3, —1) corresponden a centros y

401 4>
son estables.




APENDICE A
FORMULAS

A.1. Formulas Aritméticas

a | ¢ _ atc
"ty =
a c __ ad+bc
", T dT b
a
m b —ad_ ad
3 be be

n -yt = (4 y)(z—y)
n 2Pyt = (et y) (2 —xy +y7)
w2 — P = (2 —y) (2 + 2y + yP)

s Férmula binomial:
(x—l—y)” — xn+nxn—1y+”(”2—1)$n—2y2+, . +(z>xn—kyk+ . ~—|—nwy”_1+y”

donde (713;) _ k(k—l)»»?;b(!kfnJrl)

= Principio de induccién: para demostrar que la afirmacion S,, es cierta
para todo nimero natural n > 1, se siguen los siguientes tres pasos:
1. Se demuesta que S,, se cumple para n = 1
2. Se toma como hipdtesis que S, se cumple para n = k y luego se
demuestra que se cumple paran =k + 1
3. Por el principio de induccion se concluye que S,, se cumple para todo
nimero natural n.

355
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A.2. Formulas Geométricas

Area del tridangulo:
A:%-a-ha:%-a-c- sen [3.

= Area del circulo:

A=7-r?
Longitud de la circunferencia:
C=2-7-r

= Area del sector circular:

s A= % r2.0
Longitud de arco:
0 s=r-0

= Volumen de la esfera:
V= % omers
Area de la esfera:
A=4.-7.7r.-r?

— > ——

- s Volumen del cilindro circular:
V=x-12-h
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s Volumen del cono circular:

V:%.W.ﬂ.h

— > ——

Coordenadas del punto medio del segmento P, P,, donde Py(x1,y1) ¥

Py(z2,92):

T1+ T2 Y1+ Yo
2 72

( )

Ecuacion de la recta en la forma punto-pendiente, para la recta que
pasa por el punto (z1,y;) y con pendiente m:

y =y =m(x— 1)

Ecuacion simplificada de la recta con pendiente m y cuya ordenada en
el origen es b:

y=mx+b

Dos rectas no verticales de pendientes m; y msy respectivamente son
paralelas si y s6lo si m; = ms

Dos rectas de pendientes m; y ms respectivamente son perpendiculares
siy solo si my -my = —1

Ecuacién de la circunferencia con centro en (h, k) y radio r:

(@ =W+ (g = k) =1

Ecuacién de la elipse con centro en (h, k) y semi-ejes a y b:

(x—h)?*  (y—k)?
a? * CHE !
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A.3. Trigonometria

= Medicién de angulos:

7 radianes = 180°, 1° =& rad, 1rad ="

180

= Funciones trigonométricas de angulos importantes:

0% @2 send cosf tand
0 0 0 1 0
CUN S T
I
I BN
o £ 1 0 -

s [dentidades fundamentales:

_ 1
csc@——seng,
1
COtg_tane’

1+ cot? 6 = csc? 0,

tan(—60) = —tan6,

tan(§ — 6) = cot 0

sen 26 + cos? 0 = 1,
sen (—f#) = —sen 0,

sen (5 — 6) = cos b,

b

= Férmulas con sumas y restas de angulos:
sen (o + ) = sen a.cos 3 + cos asen 3
sen (o — f8) = senacos B — cos asen 3
cos(av + ) = cosaccos f — sen asen 3

— ) = cosacos 8+ senasen 3
tan a+tan 8
1—tan atan 8

cos( )
tan(a + 3) =
tan(a . 6) _ tan a—tan 8

1+tan atan 8

» Ley de senos: =212 =
Ley de cosenos:
a* =b* + c* — 2bccos
b* = a® + ¢ — 2accos 3
c? =a®+ b* — 2abcosy

__ sen#f
tan = =2

1+ tan? 0 = sec? 6
cos(—0) = cosf

cos(Z —0) = send

s
2

sen o«

cos3 __ senwy

b

[
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» Formulas de angulos dobles
sen 2 = 2sen o cos o
cos2a = cos® o — sen?a = 2cos? —1 = 1 — 2sen 2«

__ 2tana
tan 2a = 1—tan? o

= Férmulas de angulo mitad
sen 2a _ 1l—cos2a

2
14cos 2

2
COs™ o = 5

= Formulas de productos
senacos f = 1[sen (o + ) + sen (a — J3)]
cosacos B = 3[cos(a + ) + cos(a — )]
sen asen § = 3[cos(a — ) — cos(a + )]

» Formulas de sumas de senos o cosenos
sena + sen f = 2sen (232) cos(%452)
cosa +cos =2 cos(a+f8) cos(% ’8)
cos v — cos f = QSen(O‘Jrﬁ)sen(o‘ B)

A.4. Tabla de Integrales

s Formas elementales:

1. Por partes: [udv =uv — [vdu, 2. [u"du =% n+1 L4 O, sin# 1,

3. [ =Tn|ul +C, 4. [e*du=e"+C,

5. [a“du= &+ C, 6. [ senudu= —cosu+ C,

7. [cosudu= senu+ C, 8. [sec?udu = tanu+ C,

9. [esc®udu = —cotu+ C, 10. [secutanudu = secu + C,

11. [escucotudu = —cscu+ C, 12. [tanudu = —1In|cosu| + C,

13. [cotudu =1In|senu| + C, 14. [secudu =In|secu+ tanu| + C,

15. [escudu =In|cscu — cotu| +C, 16. f\/d"—gzsen’lf—l—C,
17. fa2+u2:ltan_19+0 18. [ 2 o In |22 4 C,
19. [ —— ug — = sec” ' 4]+ C,

a?— u2_
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» Formas trigonémetricas:

20. [ sen?udu = fu— sen2u+ C,

21. [cos® udu = ju+ ;sen2u+ C,

22. [tan*udu = tanu —u + C,

23. [cot?udu = —cotu —u+ C,

24. [ sen®udu = —3(2 + sen?u)cosu + C,
25. [ cos® udu = £(2 + cos® u)senu + C,
26. [ tan®udu = 5 tan®u + In|cosu| + C,

27. [ cot® udu = —3 cot> u — In | senu| + C,

28. [sec®udu = §secutanu + 3 In|secu + tanu| + C,
29. [esc®udu = —1cscucotu+ 3In|escu — cotu| + C,
30. [ senausen budu = Seg(ia:bg)“ — Seg(gfbl)’)“, sia? # 12,
31. [ cosaucosbudu = Seg(ia:bg)u + Se;(gﬁg)“, si a? # b2,
32. [ senau cosbudu = —COQS((Z__:))u — CO;((ZI;)ZL, si a® # 12,
33. [ sen™udu = —Xsen" tucosu+ ==L [ sen" *udu,

34. [cos®udu = * cos" tusenu + 2=+ [ cos"? udu,

35. [tan™ udu = —5 tan" "t u — [tan" 2 udu, sin # 1

36. [ cot™ udu = ——5 cot" tu — [ cot™ 2 udu, sin # 1

37. [sec® udu = - sec" 2 utanu + 2=2 [sec" 2udu, sin # 1

38. [esc"udu = ——=

n—2 n—2 n—2 :
-esc"Pucotu + =2 [esc" P udu, sin # 1

39. [usenu du = senu — weosu + C,
40. [ucosu du = cosu+usenu + C,
41. [u"senu du = —u"cosu+n [u" " cosu+ C,

42. [u™cosu du=u"senu—n [u" tsenu+ C.
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= Formas que contienen v/u? =+ a?:

43.f\/mdu:%\/mj:“2—2ln\u+\/m\+0,
44.f\/ﬁdu:lnu+\/m+(],
45.f@du=\/m—aln\@|+0,
46.f@du:\/H—asec’1%+C,

47. qu\/mdu:2(2u21a2)m—%1n|u+\/m|+0,
48. f\/m =82 £a F L Infu+ Va2 £a?| +C,

= Formas que contienen va? — u?:

19, [T du= 3@ 4 L sen 12 1

50. fiv"?_"g du = va? — u? —aln\7“+va2_"2| +6,

Bl [ s du = —2va® —u? + L sen 1% 4 C,

02 f“\/ —u? du = 3(2u —&)V&Q—UQ—F%sen*l%—l—C,
» Formas que contienen exponenciales y logaritmos:

53. [ue" du= (u—1)e" + C,

54. [ume" du=u"e" —n [u"te* du+ C,

55. [Inu du =ulnu —u+C,

56. [u"Inu du = vy — o :+112 + C,

n+1

57. [ e™senbu du = 2+b2 (asenbu — beosbu) + C,
58. [e™ cosbu du = —§—=(acosbu + bsenbu) + C,

= Formas trigonométricas inversas:

59. [ sen ~u du = usen tu+ 1 —uZ+ C,

60. [tan™'u du =utan'u — L In(1 + w?) + C,

61. [sec™tu du=usec™'u—1Inju+Vu2—1]+C,

62. [usen 'u du = {(2u* — 1)sen lu+ %4V/1—u2 4 C,
63. futantu du = (u® +1)tantu — % + C,
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64. [usectu du= “2—Qsec_1u —sVu?—1+0C,

_ n+1 _ n+1 .
65. [u"sen 'u du =Yg sentu— 5 [ G du+C,sin# —1

n+1 v/
n -1 _ untt! -1, _ 1 yntl : i
66. [u"tan'u du = Y=g tan~tu — 5 [ oz du+C,sin # —1
n -1 _ untt! -1, _ 1 u” : .
67. [u"sectu du = T seC u— oy | = dut+ O sin# -1

s Otras formas tutiles:

68. [ v/2au —w? du = *32/2au —u? + %G sen "1 4 C

69. [ 5ttes = sen 422 4 C,
70. [[Cu"e ™ du=T(n+1)=nl, (n>0),

1. [ e~ dy = 5VE, (a>0),

jus s
72. f02 sen"u du = f02 cos™ u du =

24.6-m 27
2.4.6---(n—1)

357-n

1.3:5-(n—1 . .
L35-n-Dm & es un niimero entero pary n > 2,
si n es un numero entero impar y n > 3




APENDICE B

TEOREMAS DE

EXISTENCIA Y UNICIDAD

B.1. PRELIMINARES

a)

Si f(t,z) es continua y D es una regién acotada y cerrada, definida por
D={(t,x)/a<t<bc<x<d}cona,b,cdeR,

entonces f(t,x) es acotada V(t,z) € D, es decir, existe M > 0 tal que
| f(t.2) |, V(t,x) €D

Sea f(x) continua en el intervalo cerrado a < x < by derivable en el
intervalo abierto a < x < b entonces, el teorema del valor medio dice
que 3¢ € (a,b) tal que

f(b) = fla) = f1(E)(b—a),

o también f'(¢) = LU=

Sea {z,(t)} una sucesién de funciones. Entonces se dice que x,,(t) con-
verge uniformemente (c.u.) a una funcién z(t) en el intervalo a <t <b
si Ve >0, dN € N, N > 0 talque VYn > N y Vt €
[a,b] se cumple que |z, (t) —z(t)| < €

363
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d)

Si las funciones del ntimeral ¢) son también continuas en [a, b] entonces
x(t) también es continua en [a, b]. Es decir, “El limite uniforme de fun-
ciones continuas también es continua”.

Sea f(t,x) una funcién continua en la variable xz y supongamos que
{z,(t)} converge uniformemente a z(t) cuando x — oo entonces

lim f(t, 2,(1)) = f(t,2(t))

n— o0

Sea f(t) una funcién integrable en [a, b] entonces

[0 ars [0

y si|f(t)] < M (es decir f es acotada en [a;b] entonces
b b
/ )] dth/ dt = M(b— a)

Sea {z,(t)} una sucesién de funciones con |z, (t)] < M, Vt € [a,b]. Si
Yoo o |M,| < oo (es decir, Y07 M, converge absolutamente) entonces
{z,(t)} converge uniformemente en [a, b] a una funcién x(t). Este teo-
rema se le llama criterio M de Weierstrass para la convergencia
uniforme de series de funciones.

Si {x,(t)} converge uniformemente a x(t) en [a,b] y si f(t,z) es una
funcién continua en la region

D={(t,x)/a<t<b c<x<d}
cerrada y acotada, entonces

b

lim f(s,xn(s)) ds :/ lim f(s,z,(s)) ds

n— o0 n— o0

/ab f(s, lim w(s)) ds = / " 15, 2(s)ds




B.2. TEOREMA LOCAL DE EXIST. Y UNICID., CASO UNIDIMENSIONAL 365

B.2. TEOREMA LOCAL DE EXISTENCIA
Y UNICIDAD, CASO UNIDIMENSIO-
NAL

A continuacién analizaremos las condiciones para la existencia y unicidad
del P.V.I. con la E.D. de primer orden:

() = f(t,z(t)) con x(ty) =z (1)

Teorema B.1.

Sea f(t,x) continua para todos los valores de t y = donde la fun-
cién esta definida. Entonces el P.V.1. (1) es equivalente a la ecuacion
integral:

x(t) = xo +/t f(s,z(s)) ds (2)

(es decir, z(t) es solucién de (1)< z(t) es solucién de (2))

Demostra(:lon :>) 31 x(t) satisface (1) entonces:
ft ) ds = fto ds = x(s)[j, = x(t) —x(ty) = x(t) — xo

) six(t ) satlsface (2) entonces derivando (2):
= i Jiy F(s,0(5)) ds = f(t,2(1))
v z(tg) = o + ftio f(s,z(s)) ds = xq |

Definicién B.1 (Funcién de Lipschitz). Sea
D={(t,x)/a<t<bc<zx<d}

cona,b,c,d € Rya<b, c¢<d;decimos que f(t,z) es continua de Lipschitz
en x sobre D, si existe una constante k, con 0 < k < oo tal que

|f(t,:L’1) - f(t7x2)| < k‘xl - $2|, V(t,$1), (tva) €D

La constante k se le llama constante de Lipschitz.
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Nota:

a) Si f(t,z) es continua de Lipschitz en la variable x entonces f(t,z) es
continua en la variable x, para t fijo.

b) Reciprocamente, no toda funcién continua es continua de Lipschitz.

Ejemplo 1. f(t,z) =z 0<t<1, 0<z<1

entonces f(t,x) es continua en D, pero
Lp—0] vae(0,1)

— |z — T

VT ’

pero ﬁ — oo cuando x — 0 por tanto no hay constante de Lipschitz.

(£, x) = f(t,0)] = [Va — 0] =

Teorema B.2.
Sean f(t,z) y %(t, x) continuas en D entonces f(t,x) es continua de
Lipschitz en x sobre D.

Demostracién: sean (t,z1) y (t,z9) € D. Para t fijo (%)(t,x) es una fun-
ciéon en x, entonces por el Teorema del valor medio

of

3 € (w1, 22) tal que |f(L,22) — f(t,21)] = \(%)(t,I)H% — a1
Como % es continua en D, entonces es acotada en D, por lo tanto existe
O<k<ootalque%(t,x)§k, V(t,z) € D [ |

Definicién B.2 (Iteracién de Picard). Sea {z,(t)} tal que
.on(t) = 29
21(t) = 20+ [ f(s,70(s)) ds

ra(t) = 2o + [ f(s,71(s)) ds

Tut) = 0+ J1 f(5, 50 1(5)) ds

a esta sucesion se le llama las iteradas de Picard.
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X

Xo+b [----- 5
Xg 1 |

Xg—b [----- |

to—6  to+0
: : t
t()—a to t0+a

Figura A.1

Teorema B.3 (Existencia).

Sea f(t,x) continua de Lipschitz en x con constante de Lipschitz k en
la regién D de todos los puntos (t, x) que satisfacen las desigualdades
[t —to| < a, |x—x0| < b, entonces existe 6 > 0 tal que el P.V.L
¥ = f(t,z), x(ty) = mo tiene solucion = = z(t) en el intervalo
|t —to] <.

Demostracién. (Ver figura A.1). Veamos que las iteradas de Picard con-
vergen uniformemente y dan en el limite la solucién a la ecuacion integral

r=umxo+ /t: f(s,z(s)) ds.

Como f es continua en D, entonces M > 0 tal que V(t,x) € D :
f(to)| <M
Sea & = min{a, %}
Pasos para la demostracion:

1. Veamos que las iteradas de Picard {z,(¢)} son continuas y satisfacen la
desigualdad |z, (t) — zo| < b (de esto se concluye que b — ¢ < x,(t) < b+ xo
y por tanto f(t,x,(t)) esta bien definida, ya que (¢,z,(t)) € D)
zo(t) = o (la funcién constante siempre es continua)
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wi(t) = a0+ [} f(t,mo(s)) ds = zo + [} f(t.20) ds

Como f(t, zo) es continua en (t, zo), entonces la integral también es continua,
luego x1(t) es continua.

Similarmente z5(t) = x¢ + ftz f(t,z1(s)) ds es continua ya que f(t,z(t)) es
continua y asi sucesivamente para n > 3,4, ...

Paran =0 |zo(t) — x| =0<Db

Para n > 0:

t
[n(t) — 0] = | / F(5, 20r(s) ds|
< / (5, n1(5))] ds < M| / ds| = Mlf— to] < M5 < b

(obsérvese que por eso se escogié 6 = min{a, %})

2. Veamos por induccion que:

woy |t —to|™  ME""
[2a(t) = 2 ()] < MR e < =

Sin=1:

21 (t) — 20(t)] = |1 (£) — 2] = | / £(s,20(s)) ds

t t
=1 [ fls,xo) ds| <| [ [f(s,x0|l ds| = M| [ ds| = M|t —to| < M¢

to to to

Supongamos que se cumple para n.= m:

kmfl(sm

m
<M
m)

m— |t_t0‘
|2 (t) — o1 (t)| < Mk 1 —

Veamos que se cumple para n = m + 1:
En efecto, como f es de Lipschitz en x sobre D: existe £ > 0 tal que

V(t,z1), (txo) o [f(t, 1) — f(t, 22)| < K[y — 24|

luego
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e (1) |—\/fs:cm ds—/fs:rm1 ) ds|
—| / (F (5, 2n())— S (5, Zmr(5))) ds| < | / (5, Zn(8))— (5, T (5))] d
<k|/|xm s >\ds\<k|[Mkm =l 4

It —t ‘erl gm+1

< E™M

|S—t0|m
=gy | 2 g = gm0 A
‘/ mt (m+1)! = (m+1)!

3. Veamos que {z,(t)} converge uniformemente a una funcién z(t) para
t € [to — 0,19 + 0]; esto demostrara que z(t) es continua en [ty — 0,y + 0]

En efecto, x,(t) — xo(t) = 2p(t) — Tp_1(t) + Tp_1(t) — Tp_a(t) + zp_2(t) —
A (t) = 2o(t) = 2 [ (t) — w1 (1))

pero por 2. se tiene
m—1sm
|2 (1) — @ (8)] < MEEE = MEEOE “eon |t — 1o < 6

y como S0y [ (t) = amoa (8)] < 4300 B < (R 1)

Por el criterio M de Weierstrass se concluye que

n

D [@n(t) = 21 (1))

m=1

converge absoluta y uniformemente para |t —ty| < § a una funcién tnica y(t).

Pero

n—oo n—oo

t) = nlgg} Z[wm(t) — Tpo1(t)] = lm [z, (t) — zo(t)] = lm x,(t) — xo(?)

lim z,(t) = y(t) + zo(t) = x(t)

n— oo

es decir, el limite de las funciones de Picard existe y es uniforme para
|t —to] < 6; es decir, z,(t) — z(t), para |t —ty] <6
n— o0
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4. Veamos que z(t) es solucién de z'(t) = zo + ftto f(s,z(s)) ds para
|t —to] <0
Como f(t,x) es continua en =y @,y — x(t), |t —to| <6

entonces

lim f(t, 2,(1)) = f(t,2(t))

n— o0

luego, por la definicion de funciones de Picard

¢
z(t) = limxz, 1 (t) = zo+ lim [ f(s,2,(5)) ds
n—o0

n—oo
to

") To + /t lim f(s,z,(s)) ds = xo + /tf(&x(s)) ds

n—oo
0 to

luego x(t) es solucién de 2'(t) = xy + ftz f(s,x(s)) ds [
Teorema B.4 ( Desigualdad de Gronwald).
Sea x1(t) una funcién continua y no negativa y si

<A+B\/ ) ds|

donde A y B son constantes positivas para todo t tal que |t —to| < 6,
entonces z(t) < AePl=%l para |t —ty] <6

Demostracion: veamos el teorema para ty < t < ty + 6. La demostracion
para tg — 0 <t <ty es semejante.

Definimos y(t) = B fti x(s) ds
luego y/'(t) = :E(t) <B(A+B fti z(s) ds) = AB + By(t)
luego y/'(t) — By(t) < AB (1)

Pero g[y(t)e PUm0)] = e PU=t)ly/(t) — By(t)]

Multiplicando (1) por e~B¢=t0);

% (y(t)e—B(t—to)) < ABeB(t—to)

e integrando a ambos lados, desde t, hasta ¢ y sabiendo que e~ Bt~t) > 0,

entonces
y(s)e Pl < —Aem P

0 —
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y como y(tg) = 0 entonces y(t)e Bl < A(1 — = Blt-10))
luego

y(t) <A@ —1)

hip.
y como z(t) < A+ By(t) < AeBt—t0) -

Teorema B.5 (Unicidad).

Supongamos que se cumplen las condiciones del teorema de exis-
tencia. Entonces x(t) = lim z,(t) es la nica solucién continua en
n—oo

|t —to] <9 del PV.L: 2'(t) = f(t,z(t)) con x(ty) = x¢ (1)

Demostracién. supongamos que z(t) y y(t) son dos soluciones continuas y
distintas del P.V.I. (1) en |t — to] < ¢ y supongamos que (t,y(t)) € D para
todos |t — to] < 0.

Sea v(t) = |z(t) — y(t)| y por tanto v(t) > 0 y continua.
Como f(t,x) es continua de Lipschitz en z sobre D, entonces

t

v(t) = |zo + f s,x(s)) ds — (zo + f(s,y(s)) ds)| <

k\/\x —y(t |ds|—k|/ ds]<e+k|/ ) ds|, Ve>0

Por la desigualdad de Gronwall: v(t) < ec*lt=%l Ve > 0y por tanto v(t) <
0 y sabemos que v(t) > 0, de aqui que v(t) =0 o sea que x(t) = y(t) [ |

Teorema B.6 ( Teorema de Picard).

Si f(t,x) y % son continuas en D). Entonces existe una constante
d > 0 tal que las funciones de Picard {x,(t)} convergen a una solucién
tinica y continua en |t — ty| < 6 del P.V.I. (1)

Demostracion: es consecuencia directa del teorema A.2 y de los teoremas
de existencia y unicidad. ]

Nota: este teorema se puede generalizar para sistemas de n ecuaciones
con n incognitas
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Teorema B.7 ( Teorema de Picard Generalizado).

Sea F un subconjunto abierto de R" que contiene a &y y si fe CY(E).
Entonces existe un a > 0 tal que el problema de valor inicial:

¥ =f(@), #0)=4
tiene una solucién tnica en el intervalo [—a,af(t,z) y
% son continuas en D. FEntonces existe una constante
d > 0 tal que las funciones de Picard {z,(t)} convergen a una

solucién tnica y continua en |t —ty| < 0 del P.V.I. (1)

B.3. TEOREMAS LOCALY GLOBAL PARA
SISTEMAS DE E. D. LINEALES

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

ZEII = fl(t,l'l, e ,In) xl(to) = T10
‘TIZ = f?(t7x17‘”7xn) [Eg(to) = T20
| (B.1)
= oty 1) ma(te) = Tao
x1 fl(t>xlax2>"-axn) Z10
x folt,x1, x9,. .., 2, T
7 |7] Tz - | g |
T, fn(t>wlax2>"'>$n) Tno

o sea que vectorialmente el sistema anterior queda asi:
= F(T), Tl =T (B.2)
donde | @ || = /22 + - + 22 =norma de @

Si A, xn, hay varias maneras de definir la norma de A.

La mas sencilla es:
n n
1A =) Jayl

i=1 j=1

Se puede mostrar que tanto para H?H como para ||A| se cumple que:
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. —
)@ =0y @] =0e7 =0
ii) |[a@| = |o||| 2| para todo « escalar.
iii) | @ + Y <2+
Ademés para el caso matricial también se cumple que |AZ || < ||A|||| 2|

Teorema B.8 (Teorema de existencia y unicidad).

Sea D la region n+ 1 dimensional (una parat y n para ?), sea|t—to| <a

y @ =3l <.
Supongamos que ?(t, ?) satisface la condicion de Lipschitz

172 - F, @) <k 7 — ol ()

paral(t, ?1), (t, 72) € D, donde k > 0. Entonces existe § > 0 tal que el
sistema B.2 tiene una solucién tnica @ en el intervalo [t —to] <6

Demostracién. La condicién (*) es consecuencia de que las f;(t, ) son de
Lipschitz, es decir

|filt, z11s - min) — filt, 21, oo m2n)| < Ky Z |z1j — @] ()

J=1

tomando

Lo anterior se deduce si se utiliza la desigualdad

1 n n
52\%\ < 2| <)l
j=1 j=1

En efecto,

n

1720 - F @)l = | ST ) - filt, D))

i=1

n

<UD kY Sl — w2 = | D ROy — wa])?
j=1

i=1 j=1 i=1
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< Z’f?(nﬂ?l — )2 =, | 0T - ?2”22@2

= NH71 - 72|’2

luego

También

|fi(t,I11,...,ZE1n) —fi(t,l’gl,.. Ign)‘ < k max |ZL’1J —$2]| (***)

7 -

Verificar (**) y (***) es mas fécil que verificar (*).

i (parai,j =1,...,n) son continuas en D, entonces son

acotadas en D y las condlclones (*y (***) resultan por el teorema del valor
medio.

Ahora veamos la existencia y unicidad globales de soluciones de sistemas
lineales con coeficientes continuos.

Sea
B = AT + F (1), Bl =T, a<t<p (1)

y A(t) una matriz n X n |

Teorema B.9 (Existencia y unicidad para sistemas lineales).

Sean A(t) y ? una funcion matricial y vectorial respectivamente, con-
tinuasen o <t S B. Entonces existe una funcion vectorial tinica ?(t) que
es solucion de (1) en [, (]

Demostracién: definimos las funciones iteradas de Picard

?o(t) — ?0
Zi(t) = To+ / A(s)Fo(s) + F ()] ds

to
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o) = To+ [ AT (s) + F(s)) ds

to

Claramente estas iteradas son continuas en [a, ﬂ] paran = 1,...,n. Como
A(t) es una funcién matricial continua, entonces

sup ||A(t)| = sup ZZMU ) =k < o0

a<t<p <t<p i o

Sea
M= sup [|[AG)Fo+ F (1) <

at<p

el cual existe ya que A(t) y ? ) son continuas en un cerrado.
i) Observemos que para cualquier par de vectores ?1, T y para

a<t<B, A®T+ FO]-[AB T2+ FOIl = [A0)(Z1 - )|
< HA( W = — Tl < k|71 — 2|

luego la funcién A(t)?—i—? es de Lipschitz para cualquier @ ya <t < 3

ii) Por induccion, veamos que las iteradas de Picard satisfacen la desigual-
dad

(8—a)"

17 (t) = @ (8)]] < ME™ 1% < ME™! n!

Sin=1:

ESOR

/t
to

Supongamos que se cumple para n = m. Veamos que se cumple para
n=m+ 1:

tt [A(s)?o + 7(5)} ds

A(s) 2o + ?(S)H ds) <M

[ ] = Mt = < 205
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12 i (t) — Bm(t)] <
/t A () + T ()] - [A(s)?m,l(s) £ 76| ] <

_1(8)|| ds

" MR 1|87d’_

to m

<k

m‘t t ‘m.+1 m(ﬁ 777.+1
= M < g G n

Nota: la diferencia entre estos teoremas y el A.3 es que en el caso lineal
la cota M puede definirse independiente de x, mientras que en el A.3 debe
restringirse x y t. Esta diferencia demuestra el resultado de existencia tinica
en todo el intervalo a <t < (8

Corolario B.1 (Teorema de existencia y unicidad global).

Sean A y ? continuas en —oo < t < o0o. Entonces existe una

tnica solucién continua & (t) de @ '(t) = A(t) @ (t) + ?(t) con
?(to) = ?0 definida para todo —oo < t < 00

Demostracién: supongamos que |tg| < n. Sea ?n(t) la tnica solucién de
7 = )+ F (), =,

en el intervalo [t| < n la cual esta garantizada por el teorema anterior.
Notemos que @ ,(t) coincide con @ ,,x(t) en el intervalo |t| < n para k =
1,2,....

Luego @, (t) = lim, o @ n(t) esta definida para todo ¢ € R y es tnica, ya
que esta definida de manera tunica en cada intervalo finito que contiene a
to [ |




APENDICE C

EXPONENCIAL DE
OPERADORES

Sea £(R™) el espacio de los operadores 7" : R™ — R".
Definicién C.1 (Norma de T).

|T|| = norma de T = ‘m|éx |T(Z)|
7<1

donde |Z| es la norma euclidea de |Z| € R", es decir

—|

|Z| = \/xi 4+ + a2
Propiedades: para S, T € £(R") se cumple
a). |[T|=0y[T|=0&T=0

b). para k € R: |kT| = |k|||T]

o). IS+TI<ISI+ T

Recordemos que en R"™ la representacién de un operador se hace por medio
de la matriz A, ., y utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwars se llega a
que ||Al| < y/n ¢ donde ¢ es la méxima longitud de los vectores fila de A.

377
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Definicién C.2 (Convergencia de operadores). Una sucesion {7},
de operadores en £(R™) se dice que converge a un operador T € £(R")
cuando k — oo si para todo € > 0, existe N € N tal que para todo k > N se
cumple que

|T —Til| <e
v lo denotamos asi
lim T, =T
k—o0

Lema C.1. Para S, T € £(R™) y Z € R" se cumple que
a). [T(z)| < [T |7]

b) TSI < TS

¢). |TH| < |IT||* para k = 0,1,2, ...

Demostracién. a). para |Z| = |0 es inmediato

para & # 0, definimos ¢y = %, por la definicién de norma para 7"

1T = 1T = [T(Z) = =I|T(@)]

luego || T'(Z]| < |2 [T
b). para |Z| < 1; por a).:
TS (@) < TS < TIN5

luego
173 = max|TS@)] < [T 1]

c). es inmediato a partir de b).

Teorema C.1.
Sea T € £(R"™) y ty > 0, entonces la serie

> Tktk
k!

k=0

es uniforme y absolutamente convergente para todo t < t
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Demostracién: sea ||T'|| = a; por ¢). en el lema anterior: para k =0, 1,2, ...

T TIME  ae
[Tl ==
k! k! k!

kik .. .
pero Y p- ak—,o = e vy por la prueba M de Wieirstrass concluimos que la
serie

= Thik
k!
k=0
es uniforme y absolutamente convergente para todo |t| < g |
Definicién C.3 (Exponencial de un operador). e’ = Y777 Tk—]f

Propiedades:

i. e?" es un operador lineal, es decir, ¢! € £(R")

ii. |le”| < el (Ver Demostracién del Teorema A.9)

Si T € £(R™) entonces su representacién matricial la llamamos A, x, con
respecto a la base canonica de R”.

Definicién C.4 (Exponencial de una matriz). Sea A,.,. Para todo
t € R, definimos
o
eAt _ Aktk
k!

k=0

4t es una matriz n x n, la cual calculamos en el Capit-

Si A,,x, entonces e
ulo 7.
También se demuestra de la misma manera que en el Teorema A.9, que

le]] < eI, donde [|A]l = |T| y T(7) = A &

n

Teorema C.2.
Si S, T € £(R") entonces

a). Si ST =T S entonces e5T = 5 T

b). <eT) R
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Demostracién. a). Como S T = T S, entonces por el Teorema del bi-
nomio

SITF
S+T)"=n! .
( ) jj;n JlK!

Teniendo en cuenta que el producto de dos series absolutamente con-
vergentes es absolutamente convergente, entonces

€S+T:Z 5+T Z Z SITk :isa Z_:eseT

k) il
n=0 n0]+kn] an

b). haciendo S = —T en a).: > =1 =e T e’ y por tanto (e7) ' =e T
|

Ahora veamos el teorema de la derivada de una exponencial matricial.

Teorema C.3 (Derivada de una funcién exponencial matricial).

Sea A una matriz cuadrada, entonces

Demostracién: como A conmuta consigo mismo, entonces por el Teorema
C.2 y la definiciin de exponencial matricial, se tiene que

d pA(t+h) _ At B eAh _ T
_ = lim-— — ] ¢
dte hli% h hlg(lj € h
A%h Akpk—1
—eMlm lim A+ — + ... +
h—0 k—o0 2' k'
= Ae




APENDICE D
TEOREMA DE LIENARD

Dijimos en el capitulo 8 que la E.D.

d*x dx

W—l—f(x)%vtg(x)zo (D.1)

se le llama ecuacién de Liénard y el sistema equivalente, llamado sistema de
Liénard, es

ey
ddt (D.2)
d_i =—g(z) = f(x)y

%Jrf(x)‘é_f:% m—er/:f(x)dx} :%[y—i—F(:)@)] (D.3)

esto ultimo sugiere que hagamos el siguiente cambio de variable
z=y+ F(x),

donde F(z) = [ f(x)dz, con este cambio de variable el sistema D.2 queda
convertido en el sistema

dx

— =2z— F(x)

d

di (D.4)
a —9(z)
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y eliminando ¢ nos queda la E.D.

dz  —g()

dr ~ z—F(x)

Para la demostracién del Teorema de Liénard (Ver el texto Differential Equa-
tions and Dynamical Systems de Lawrence Perko) necesitamos hacer G(z) =
Jy 9(z)dz, utilizar la funcién de energia u(z,z) = % + G(x) y tengamos en
cuenta que la derivada de una funciéon impar es una funciéon par y la integral
definida entre 0 y x de una funciéon impar es una funciéon par.

Teorema D.1 ( Teorema de Liénard).

Sean F(x) y g(x) dos funciones tales que:
i. Ambas son continuas asi como sus primeras derivadas para todo x.

ii. F(x)y g(x) son impares, tales que xg(x) > 0 para x # 0 y F(0) =0,
F'(0) < 0.

iii. F(x) tiene un uinico cero positivo en x = a; es negativa para() < r < a;
es positiva y mondtona creciente para x > a y F(x) — oo cuando
T — 00,

entonces la ecuacion (D.4) tiene un tnico ciclo limite que rodea al origen
en el plano de fase y a ella tienden en forma de espiral todas las demas
trayectorias cuando t — 0o, es decir, es un ciclo limite estable.

z

Fy
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Demostracion. Antes de comenzar la demostracion del teorema, tengamos
en cuenta que la condicién i. garantiza, por el teorema de Picard, la existencia
de una solucién tinica por cada punto del plano de fase XY. la condicion ii.
y la continuidad de g, implica que g(0) = 0, por lo tanto (0,0) es el tinico
punto critico del sistema D.4, el campo de direcciones sobre el eje Z positivo
es horizontal y hacia la derecha (porque fl—f >0y % = 0) y sobre el eje
Z mnegativo es horizontal y hacia la izquierda, sobre la curva z = F(x) el
campo de direcciones es vertical y dirijido hacia abajo si x > 0 (porque
‘fi—f =0y % < 0) y es vertical y dirijido hacia arriba para x < 0. También,
como el sistema D.4 es invariante al cambiar (z,z) por (—z,—z) entonces,
si I'(x(t), 2(t)) es una trayectoria del sistema D.4 entonces I'(—xz(t), —z(t))
también es una trayectoria del mismo sistema, esto quiere decir que si ['y es
una trayectoria cerrada del sistema (o sea es periddica) entonces deber ser
simétrica respecto al origen.

Sea I' una trayectoria cualquiera del sistema D.4 y sean P; puntos sobre la
trayectoria con coordenadas (z;,z;) para i = 1,2,3,4 (Ver el figura). Por
la forma del campo de direcciones sobre el eje Z positivo y sobre la curva
z = F(x), la trayectoria I' que pasa por P, debe cruzar verticalmente y
hacia abajo, la curva z = F(z) en el punto P, y por tanto debe cruzar
horizontalmente y hacia la izquierda el eje Z negativo.

Debido a la invarianza del sistema al cambiar (x,z) por (—z, —z), entonces
I' es una trayectoria cerrada si y solo si Py y P, son simétricos respecto
al origen, es decir, si y solo si z4 = —zy y utilizando la funcién de energia
u(z, z) = % + G(x) se deberfa cumplir que u(0, z4) = u(0, o). Sea A el arco
que va desde Fy hasta Py sobre la trayectoria I' y definamos la funcién ¢(«)
como la siguiente integral de linea

o(a) = /Adu = u(0,y4) — u(0, o)

donde « es la abscisa del punto P, es decir o = x5, veamos que I' es una
trayectoria cerrada del sistema si y solo si ¢(«) = 0, para ello mostremos que
la funcién ¢(a) tiene exactamente una raiz o = ap para oy > a. Notemos
que sobre I’

du Ju , dx
= — _— pr— pu _— F
du &de + 5 dz = G'(z)dx + zdz = g(x)dx + (dt + F(z))dz
y como g(z) = —% ydz = g—;dx y utilizando la regla de la cadena, concluimos
que
d d d dz d
du=—Ldr + Zar v Flo)dz = —Zde + L8 4w v Fla)dz =

dt dt dt dt dx
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= —%dm + %dw + F(z)dz = F(x)dz
Si a < a entonces F(z) < 0y dz = —g(x)dt < 0y por tanto du > 0 o sea
que ¢(a) > 0, luego u(0, z4) > u(0, zp), en conclusién cualquier trayectoria I'
que cruce la curva z = F(z) en un punto P, con 0 < x5 = a < a debe ser no
cerrada.
Ahora veamos que para todo a > a, la funcién ¢(«) es mondtona decreciente
y decrece desde el valor positivo ¢(a) hacia —oo cuando « crece en el intervalo
0, 00).
Para a > a como en la figura, descomponemos el arco A en tres arcos: A;
que va desde P, hasta P;, Ay que va desde P, hasta P3, A3 que va desde Ps
hasta P, y definimos las tres funciones (que son integrales de linea):

ir(a) = /du oala) = /du osla) = /du

por lo tanto, ¢(a) = ¢1(a) + ¢a(a) + ¢3(ar). A lo largo de I se tiene que

dz\ dz dz dz dx dz dz
— F frnd —_ JE— — JE— Nl & B — JR— -
du (x)dz (z dt) dxdx 2 dxdx T dx = z dxdx g dx
dz g(x) —F(z)g(x)
(g(x) + de) x (g(x) S F(x)) T=— (o) x

A lo largo de los arcos Ay y Az, F(z) <0y g(z) >0y Zi‘?(x) = dt > 0, por

lo tanto ¢1(a) > 0y ¢3(a) > 0y alolargo de Ay F(z) >0y g(x) >0y
Zi‘?(x) = dt > 0, por lo tanto ¢o(c) < 0. Como las trayectorias I" del sistema
D.4 (por el Teorema de Picard) no se cruzan, entonces un aumento de «
implica que el arco A; sube (o lo que es lo mismo el punto Py sube), el arco
Ay baja (o lo que es lo mismo el punto P, baja) y en el arco As el punto Py
se desplaza hacia la derecha (o sea que x5 = o aumenta ).

A lo largo de A; los limites de integracién con respecto a x de la integral de
linea permanecen constantes (zg = 0y 1 = a) y para cada z fijo de [0, al, al
aumentar «, sube el arco Ay, lo cual quiere decir que se incrementa z y por
tanto el integrando —El@)g(z)

— F(a:)) de la integral de linea disminuye y por lo tanto
¢1(a) decrece.

A lo largo de Aj los limites de integracién con respecto a x de la integral de
linea permanecen constantes (z3 = a y x4 = 0) y para cada z fijo de [0, a] al
aumentar «, baja el arco As, lo cual quiere decir que z decrece y por tanto
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el integrando %)gg”) de la integral de linea disminuye en magnitud y por

lo tanto ¢3(a) decrece, puesto que

ulo) = [ Dy, - [

A'lo largo de A,, escribimos du = F'(z)dz, como lo dijimos anteriormente, las
trayectorias no se interceptan, un aumento de o implica que P, se desplaza
hacia la derecha, como a lo largo de As los limites de integracion con respecto
a z permanecen constantes (son z; y z3) y ademds para cada z en el intervalo
[23, 21], al incrementar x se incrementa F'(z) y por lo tanto

—F(x)g(x)

z— F(x) da

decrece, en particular para x = «a, ¢3(a) es decreciente. Hemos encontrado
que ¢1(a), ¢2(a) v ¢3(a) son decrecientes, por lo tanto ¢(a) es monétona
decreciente para a > a.

Falta por demostrar que ¢(«) — —oo cuando o« — 00, para ello basta con
demostrar que ¢o(a) — —oo cuando a — oo. Como a lo largo de As, du =
F(z)dz = —F(x)g(x)dt < 0, entonces para € > 0 suficientemente pequetnio y
teniendo en cuenta que F'(z) es mondtona creciente para x > a 'y z3 < 0:

a(a)] = — / jBF(a:)dz _ / " Pz > / " Pz

23 z3+€

> Fl(e) / +_ dz = F(e)(1 — 2 — 2€)

> F(€)(z1 — 2¢)

pero como z; > 23 ¥ 2o — o0 cuando Xy = a — 00, por lo tanto |¢o ()| — oo
cuando o — 00 0 sea que ¢9(a) — —o0 cuando o — 0.

Como ¢(a) es una funcién continua que decrece monotdnicamente desde
el valor positivo ¢(a) hacia —oo entonces existe un ag en (a,o0) tal que
®(ap) = 0, por lo tanto existe una tnica trayectoria cerrada I'y que pasa por
el punto (g, F'(a)).

Para finalizar, como ¢(a) < 0 para a > «p entonces por la simetria del
sistema D.4, para a # g la sucesion de los puntos de interseccién con el
eje Z de las trayectorias I' que pasan por el punto (a, F(«)), tienden a la
ordenada z de interseccion de I'y con el eje Z, es decir, 'y es un ciclo limite
estable. [
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APENDICE E
FRACCIONES PARCIALES

Expondremos a continuacién un método para hallar fracciones parciales,
distinto al expuesto tradicionalmente en los cursos de Calculo. Este método
es util en el Capitulo de Transformada de Laplace.

E.1. Factores lineales no repetidos.

Counsideremos la fracciéon
N(s) N(s)
D(s) (s—a)(s—az)...(s—ay)

donde N(s), D(s)son polinomios de coeficientes reales y el grado de N(s) es
menor que el grado de D(s) y no tienen factores comunes. Entonces

N(S) - Al 1 A2 1 i An
(s—ay))(s—as)...(s—ap) s—ay s—ay = S—ay

multiplicando ambos lados por s—a; y hallando el limite del resultado cuando
s — a; se obtiene

N(a;)

M;(a;)’

donde M; es el denominador obtenido después de haber suprimido el factor
s —a; en D(s).

A =

387
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A

Método 1. Para hallar el numerador de la fraccion simple == de una
fraccién propia
N(s) _ N(s)
D(s) (s—aj)(s—a3)...(s—a,)’

se suprime el factor s — a; en el denominador de % y se sustituye s por a;

en la suprecion.

Ejemplo 1. Descomponer en fracciones parciales

N(s) s?+s+1
D(s) s(s—1)(s+2)

Solucién. % =dg Ay %, donde D(s) = s(s — 1)(s+2)

Por el método 1.

A, = NGs) _ _0%40+1 1
L7 -D6+2) |,y 0-D(0+2) — 2
_ _N(s) _ 124141
Ay = s(s+2) [, (D(+2) — 1
Ay = N(s) o (=22%-241 _ 1

T s |y (=2)(=2-1) T 2

E.2. Factores Lineales Repetidos.

(@)

Empleamos el simbolo [ ﬁgg))} , para designar el ntimero obtenido al

sustituir s por a en z; []\]\;((‘3], es decir,
N(s)19 - d [ N(s)
M(s)|,  dst |[M(s)],_,
entonces
N(S) Al A2 Ak’
= e E.1
M) s—af  Goaf "ot T oog PO (ED

donde ¢(s) y sus derivadas son continuas en a; multiplicando E.1 por (s —a)*

y derivando k — 1 veces con respecto s y hallando los valores de los A; al
cambiar s por a se obtiene
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Método 2.
N(s)/M(s) _ [N/M]go) [N/M]((ll) [N/M](z)
(S_CL)k N Ol(S—a)k ]_!(3_ak—1 +2!(8_ak_2+...
[N/

* (k—1Dl(s—a) +9(s)

donde ¢(s) y sus derivadas son continuas en a.

Ejemplo 2. Descomponer en fracciones parciales

5s% — 23s
(25— 2)(25 + 1)

Solucién.

5s% — 23s 1 5s%—23s

(2s —2)(2s+4)*  32(s—1)(s+2)*
1[N/ NS INAME) NS [Ny
32|05 +2)f (s +2P A +2? 3512  0ls—1)

donde N(s)/M;(s) = % y N(s)/Ma(s) = 5(5524:22)38

Por el método 2. se tiene

TN 1© seo2o3—2) 99

| M1(s) | 9 - —2-1 -

[N W 52108423 N [N(s) }(1) _ 5(=22-10(-2)428 _ ~

e | T e M) |, ey
r 1(2) (2)
N(s) _ —36s+36 __ 1 N(s) _ 1 _ 4
e | = e = 30 = [Ml(@], = =30y =3
1(3) (3)
N(s) 108 N(s) — _ 108 _ 4
AG] B ) [Ml(s)LQ = (2-Df — 3

N(s) }(0) _os12-23(1) _ 2
(1424 9
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Luego

552 — 23s B
(25 —2)(2s +4)4
i{ 2 S S S
32 [0(s+2)*  1l(s+2)3 2(s+ + !
1 22 7 2 1 2 1 2 1
@{_(s+2)4+(s+2)3 3 9 }

E.3. Factores Cuadraticos.
Sea
N(s)
M(s)[s — (a +1ib)][s — (s — (a — ib)]
con M(a +ib) # 0. A los factores s — (a +ib), s — (a — ib) les corresponden
la suma de fracciones parciales
A+1B n A—1B
s—(a+1ib) s—(a—ib)

Para hallar A+ iB o A — iB se procede de la misma manera que en el caso
a). (Método 1.), es decir, se suprime el factor s — (a + ib) (0 s — (a — ib)),

quedando m y luego se cambia s por a + ib, es decir,
, N(a + ib) , N(a — ib)
A+iB= ————— A—iB =
TS et b2 2T M(a — ib)(—2ib)
Ejemplo 3. Descomponer en fracciones parciales
52 42
s(s2+ 25+ 2)
Soluciodn.
5242 B 5242 _
s(s24+2s5+2)  s(s—(=1+1)(s—(=1—1))
A N B +iC N B —iC
s s—(—=1+1d) s—(=1—1)
A= _s2+2 - _0+2

5242542 s=0 T0242(0)+2 T
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o~ N(=144) _ (=149)2+42 1 _
B+iC = yimpin = civgm — i =L
por lo tanto B=0, C' =1

5242 _ 1 i —i
luego 212542 — s T sm(iF) T s=(=19)

E.4. Factores Cuadraticos Repetidos.

Sea
N(s)
N(s) _ [M(s)(sf(afib))k] _
M(s)(s — (a+1b))*(s — (a — ib))* (s — (a+ b))k
Al +1i1By Ay 4 1Bs A+ 1By,

Go@r ) T oaray T ey OV

Se procede de la misma manera que en b). (Método 2.) y se obtiene que

. 1 N(S) (3-1)
Aj +iBj = — .
! T =D M(s)(s — (a— b)) s=a-+ib
1 d’ N(s)
(.] - 1)' dsj M(S)(S - (& - Zb))k s=a+ib
para j =1,...,k.
Ejemplo 4. Descomponer en fracciones parciales
s? 48
s(s? — 4s + 8)?
Solucion.
s +8 _ s+ 8 _
s(s2—4s+8)2  s(s— (2+20)2(s — (2—2i))2
AJr B +iC n B —iC n D +1FE n D —iFE
s [s—=(24+2))?7 [s—(2-20)]2 s—(2+2i) s—(2—20)
donde
_ 5248 _ 8 _1
A (52—4—15—-1—8)2 . 82 — 8
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o N(s) v
B+iC = — - -
Ol [ M(s)(s —(2—2))% ] ,_p 0
(2+20)2 48 @242 +8 1

(24 20)[(2+2)—(2—-2)]2 (2+20)[4> 4

luegoB:—in:().

N(s) 1)
D+ iFE = — { ] =
M(s)(s — (2 — 22)) 5=242i
i (- -7
d 2 — 2i))? §=24+2i
25%(s — (2 —21))* — (s +8)( (2 —2i))(3s — (2 — 2i)) B
52(3 —(2—2d))* 5=2+2i
1 3.
~ 16 16
luego D= -1z vy E = —
por lo tanto
s+ 8 B
s(s? — 4s + 8)?
11 1 1 1 1
8s 4 (s—(2+2i)? 4 (s—(2—2))
1 1+ 3i 1 1
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